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摘要 本文证明 3维不可压新 Hooke型弹性动力学模型自由边界问题解的 Beale-Kato-Majda型爆破

准则. 该结果表明, 在 Taylor 型符号条件成立的情形下, 只要形变张量和速度场的旋度、自由边界的

第二基本形式、标准指数映射的单射半径以及压力的某些范数有界, 并且速度和形变张量的梯度及压

力梯度的物质导数在自由边界上有界, 该解就可以一直延续.
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1 引言

考虑下列不可压新 Hooke 型弹性动力学方程的自由边界问题: 在 D :=
∪

06t6T ({t} × Dt) 中,

vt + v · ∂v + ∂p = div(FF⊤),

Ft + v · ∂F = ∂vF,

div v = 0, divF⊤ = 0,

v|t=0 = v0, F |t=0 = F0, D0 = Ω,

(1.1)

其中, Dt ⊂ R3 代表物质在时刻 t ∈ [0, T ]所占据的区域 (T > 0), Ω为 R3 中的单位球, ∂ 和 div分别表

示 Euclid坐标下的梯度算子和散度算子, v(t, x)、F (t, x) = (Fij(t, x))3×3 和 p(t, x)分别表示速度场、形
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变张量和压力, F⊤ = (Fji)代表 F 的转置, FF⊤ 在新 Hooke型弹性材料的情形表示 Cauchy-Green张

量. 其他记号如下: (∂v)ij = ∂jvi、(∂vF )ij = (∂vF )ij = (∂v)ikF
kj = ∂kv

iF kj、div v = ∂iv
i、(divF⊤)i =

∂jF
ji、vi = δijvj = vi, F

ij = δikδjlFkl = Fij . 这里使用了 Einstein 求和的约定.

所满足的边界条件如下: 
p = 0 在 ∂D 上,

n · F⊤ = 0 在 ∂D 上,

(∂t + v · ∂)|∂D ∈ T (∂D),

(1.2)

其中 n(t, x) 是自由边界 ∂Dt 的外单位法向量而 T (∂D) 是 ∂D 的切空间.

除了上述边界条件外, 还需要一个稳定性条件. Hao 和 Wang [12] 在 Taylor 型符号条件

∂np 6 −ε < 0 在 ∂Dt 上 (1.3)

成立的情形下, 建立了方程组 (1.1) 和 (1.2) 解的先验估计, 其中常数 ε > 0, 且若它在初始时刻成立则

会在一段时间内都成立.

1.1 背景与已知结果

新 Hooke 型弹性动力学方程是一种描述固体材料变形和应力响应的数学模型, 它是基于 Hooke

定律的变形能密度函数而建立的. 在这个模型中, 材料的应力与应变之间的关系是非线性的, 从数学

角度来看, 该非线性仅仅是由不可压缩性产生的结果 [5]. 新 Hooke 型弹性动力学方程的自由边界问题

的研究涉及理解材料的变形与周围环境之间的相互作用, 以及这如何影响边界行为. 由于它提供了关

于在动态条件下可变形材料行为的洞察与理解, 并可推动制造工艺和材料设计的进步, 因此这一研究

领域对于各种工程和材料科学应用至关重要.

与弹性动力学方程在全空间上的初值问题或固定区域上的初边值问题的研究相比,其自由边界问

题的研究却屈指可数. 这里简要回顾一些已知的结果. 对不可压新 Hooke 型弹性动力学方程的自由边

界问题, Hao和Wang [12] 对同胚于球的有界初始区域在 Taylor符号条件 (1.3)下建立了非线性方程解

的先验估计; Zhang [17] 对于初始区域为 T2 × (0, 1) 的情形在边界上满足 Taylor 符号条件下得到了解

的局部存在唯一性; Gu 和 Wang [10] 对于初始区域为 T2 × (0, 1) 的情形在两个边界上分别满足 Taylor

符号条件和非共线条件下得到了解的局部存在唯一性; Li 等 [15] 对于初始区域为 T2 × [−1, 1] 且在边

界上满足混合边界条件的情形证明了解的局部存在唯一性; Hu 和 Huang [13] 对同胚于球的有界初始

区域在边界上满足 Taylor符号条件 (1.3)和与 (1.2)中第 2个条件不同的边界条件下证明了解的局部

存在性; Li 等 [14] 对于初始区域为 T2 × [−1, 1] 的情形在某种稳定性条件下证明了非齐次 (双相) 方程

自由界面问题解的局部存在唯一性. 对于含表面张力的情形, Gu 和 Lei [9] 对于初始区域为 T × (0, 1)

的二维情形证明了解的局部存在唯一性; Xu 等 [16] 对于 3 维带状初始区域得到了不可压黏弹性方程

自由边界问题解的整体存在唯一性; Di Iorio 等 [4] 证明了高 Weissenberg 数情形下的二维 Oldroyd-B

型黏弹性方程的飞溅奇异性的存在性.

有很多关于自由或固定边界问题和初值问题的爆破准则的研究. Beale 等 [1] 证明了, 如果 v 是在

[0, T ) × R3 上的不可压 Euler 方程的一个光滑解且满足
∫ T

0
∥∇ × v(t)∥L∞(R3)dt < +∞, 则这个解可以

在 t = T 后被延拓. 对于不可压 Euler 方程的自由边界问题, Ginsberg [8] 证明了在 Taylor 符号条件
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下存在一种爆破准则; 对于不可压理想磁流体方程自由边界问题, 本文作者 [7] 给出了 BKM (Beale-

Kato-Majda) 型爆破准则. 本文的目标是将上述思想推广到新 Hooke 型弹性动力学方程自由边界问

题中.

1.2 Lagrange 坐标下的方程

引入 Lagrange 坐标将自由边界问题变为固定边界问题. 令 x = x(t, y) 满足

dx

dt
= v(t, x(t, y)), x(0, y) = y, y ∈ Ω.

标准的 Euclid 度量 δij 在 Dt 上诱导出度量及其逆:

gab(t, y) = δij
∂xi

∂ya
∂xj

∂yb
, gcd(t, y) = δkl

∂yc

∂xk
∂yd

∂xl
.

下面将使用关于 g的协变导数,若 α = αa1···ardy
a1 · · · dyar 是一个 (0, r)型张量,则 ∇α是一个 (0, r+1)

型张量, 其分量为

∇aαa1···ar = ∂aαa1···ar − Γb
a1aαba2···ar − · · · − Γb

aar
αa1···ar−1b,

其中 Γc
ab 为 Christoffel 符号, 显然有 [∇a,∇b] = 0. 在 y 坐标下, 有

∂i =
∂

∂xi
=
∂ya

∂xi
∂

∂ya
,

物质导数为

Dt =
∂

∂t

∣∣∣∣
y=常数

=
∂

∂t

∣∣∣∣
x=常数

+ vk
∂

∂xk
.

设 k(t, x) 是一个 (0, r) 型张量, wa1···ar (t, y) =
∂xi1

∂ya1
· · · ∂xir

∂yar ki1···ir (t, x), 则

Dtwa1···ar =
∂xi1

∂ya1
· · · ∂x

ir

∂yar

(
Dtki1···ir +

∂vℓ

∂xi1
kℓ···ir + · · ·+ ∂vℓ

∂xir
wi1···ℓ

)
.

令 ua = vi
∂xi

∂ya , u
a = gabub, Fab = Fij

∂xi

∂ya
∂xj

∂yb , Fab = gacgbdFcd, N
a 为 ∂Ω 上的外单位法向量, 则

Lagrange 坐标下的方程如下:

Dtua +∇aq = uc∇auc +∇cFabFcb 在 [0, T ]× Ω 内, (1.4a)

DtFab = gdc∇duaFcb + Fcb∇au
c + Fac∇bu

c 在 [0, T ]× Ω 内, (1.4b)

∇au
a = 0, ∇aFab = 0 在 [0, T ]× Ω 内, (1.4c)

q = 0, NaFab = 0 在 [0, T ]× ∂Ω 上, (1.4d)

u|t=0 = v0, F|t=0 = F0. (1.4e)

1.3 主要结果

令 N 是定义在 ∂Ω上的 Dirichlet-Neumann算子. 对于 ψ : ∂Ω → R, 记 ψH : Ω → R为 ψ 到 Ω的

调和延拓, 而 N 表示 ∂Ω 的单位外法向量, 则有

Nψ = (N · ∇ψH)|∂Ω.
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记 U = u|∂Ω, 定义

A(t) = ∥∇ × u(t)∥L∞(Ω) + ∥∇ × F⊤(t)∥L∞(Ω) + ∥∇u(t)∥L∞(∂Ω) + ∥∇F(t)∥L∞(∂Ω) + ∥NU(t)∥L∞(∂Ω),

B(t) = ∥θ(t)∥L∞(∂Ω) +
1

ι0(t)
+ ∥(∇Nq(t))

−1∥L∞(∂Ω),

其中, (∇× F⊤)abc := ∇aFbc −∇bFac, θ 为 Lagrange 坐标下 ∂Ω 的第二基本形式, ι0 如下节中所定义.

本文的主要结果如下.

定理 1.1 设 (u,F) 是方程 (1.4) 在满足条件 (1.3) 下的一个解且满足

u(t),F(t) ∈ H4(Ω), 0 6 t 6 T.

假定 u和 F作为方程 (1.4)在满足条件 (1.3)下的解可以被连续延拓的最大时间为 T ∗,则或者 T ∗ = ∞,

或者

lim sup
t↗T∗

B(t) = ∞,

或者 ∫ T∗

0

[A(t) +A2(t) + ∥∇q∥L∞(∂Ω) + ∥∇NDtq(t)∥L∞(∂Ω) + ∥∇NDtq∥2L∞(∂Ω)]dt = ∞. (1.5)

特别地, 若 (1.5) 成立, 则有

lim sup
t↗T∗

[A(t) + ∥∇q∥L∞(∂Ω) + ∥∇NDtq(t)∥L∞(∂Dt)] = ∞.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节给出所需要的一些记号和估计. 第 3 节对能量进行估计. 第 4

节给出主要定理的证明.

2 一些记号和引理

本节给出文中用到的一些记号和估计, 如未特别说明, 均可参见文献 [3, 11].

首先, 给出 ∂Dt 所要满足的条件.令 d(x) = dist(x, ∂Dt), d0 是一个比标准指数映射的单射半径 ι0

小的固定常数, 而 ι0 被定义为使得从 ∂Dt × (−ι0, ι0) 到 {x ∈ Rn : dist(x, ∂Dt) < ι0} 的映射:

∂Dt × (−ι0, ι0) → {x ∈ R3 : dist(x, ∂Dt) < ι0},

(x̄, ι) → x = x̄+ ιn(x̄)

为单射的最大正数. 选取一个光滑截断函数 η(d) ∈ [0, 1] 使得

当 d <
d0
4
时, η(d) = 1; 当 d >

d0
2
时, η(d) = 0.

定义

γij = δij − η(d)2ninj , ni = −δij∂jd.

对于给定的 0 < ε1 < 2, 令 ι1 = ι1(ε1) 为满足以下性质的最大的数: 当 |x̄1 − x̄2| 6 ι1 且 x̄1, x̄2 ∈ ∂Dt

时, |n(x̄1)− n(x̄2)| 6 ι1 成立.
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本文要求 ι0 和 ι1 有下界, 特别地 ι1 > 1/K1. 这是因为初始区域是单位球, 此时 ι0 和 ι1 是固定

的常数, 在一段时间内对于光滑解而言它们显然有下界. 因为在文献 [12] 中允许去选取一个只依赖于

初值条件的 K1, 所以可以假定 K1 是一个常数, 这并不会影响解的爆破.

一个 (r, s) 张量 S 在边界上的正交投影定义为

(ΠS)a1···ar

b1···bs = γa1
c1 · · · γar

cr γ
d1

b1
· · · γds

bs
Sc1···cr
d1···ds

,

其中 γca = δca −NaN
c. 边界的第二基本形式为 θab = (Π∇N)ab = γca∇cNb. 由于 gab = γab +NaN b, 所

以有如下性质:

Π(S ·R) = Π(S) ·Π(R) + Π(S ·N) ⊗̃Π(N ·R), (2.1)

其中 S ⊗̃R 代表张量积 S ⊗R 的对称化. 类似地, S ·̃ R 表示点乘 S ·R 的对称化.

引理 2.1 (参见文献 [3, 引理 5.5]) 设 wa = wAa = ∇r
Afa, ∇r

A = ∇a1
· · ·∇ar

为 r 阶协变导数, f

是一个 (0, 1) 型张量. 又令 divw = ∇aw
a = ∇r div f , (curlw)ab = ∇awb −∇bwa = ∇r(curl f)ab. 则

|∇w|2 6 C(gabγcdγAB∇cwAa∇dwBb + |divw|2 + | curlw|2).

引理 2.2 (参见文献 [3,引理 3.9]) 设 N 是 ∂Ω的单位法向量,在 [0, T ]× ∂Ω上有 hab =
1
2Dtgab,

则有

DtNa = hNNNa, DtN
c = −2hcdN

d + hNNN
c, Dtγ

ab = −2γachcdγ
db,

其中 hNN = habN
aN b. ∂Ω 上的面积元 µγ 满足

Dtdµγ = (trh− hNN )dµγ .

引理 2.3 (参见文献 [11, 引理 2.3]) 设 Ta1···ar 是一个 (0, r) 型张量, 则有

[Dt,∇a]Ta1···ar = −(∇a1∇au
d)Tda2···ar − · · · − (∇ar∇au

d)Ta1···ar−1d.

如果 ∆ = gcd∇c∇d 且 q 是一个函数, 则

[Dt, g
ab∇a]Tb = −2hab∇aTb − (∆ue)Te, [Dt,∇]q = 0, [Dt,∆]q = −2hab∇a∇bq − (∆ue)∇eq.

更进一步地,

[Dt,∇r]q = −
r−1∑
s=1

Cs+1
r (∇s+1u) · ∇r−sq,

其中对称点乘用分量的方式定义如下:

((∇s+1u) · ∇r−sq)a1···ar =
1

r!

∑
σ∈Σr

(∇s+1
aσ1

···aσs+1
ud)∇r

da
r−s
σs+2···aσr

q.

引理 2.4 (参见文献 [8, 引理 9]) 记 ∇̄ = Π∇ = γba∇b 为 ∇ 在边界 ∂Ω 上的投影, 则有以下的插

值不等式:

5
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假定

m

s
=
k

p
+
m− k

q
, 2 6 p 6 s 6 q 6 ∞,

且 a = k/m, 则存在只依赖于 m 的常数 C, 使得对于任意 (0, r) 型张量 α 有不等式

∥∇̄kα∥Ls(∂Ω) 6 C∥α∥1−a
Lq(∂Ω)∥∇̄

mα∥aLp(∂Ω).

更进一步地, 若 ι0 > 1
K , 则

k∑
j=0

∥∇jα∥Ls(Ω) 6 C∥α∥1−a
Lq(Ω)

( m∑
i=0

∥∇iα∥Lp(Ω)K
m−i

)a

.

特别地, 若 ℓ+m = k, 则

∥∇̄ℓα∇̄mβ∥L2(∂Ω) 6 C

(
∥α∥L∞(∂Ω)

k∑
ℓ=0

∥∇̄ℓβ∥L2(∂Ω) + ∥β∥L∞(∂Ω)

k∑
ℓ=0

∥∇̄ℓα∥L2(∂Ω)

)
,

∥∇ℓα∇mβ∥L2(Ω) 6 C

(
∥α∥L∞(Ω)

k∑
ℓ=0

∥∇ℓβ∥L2(Ω) + ∥β∥L∞(Ω)

k∑
ℓ=0

∥∇ℓα∥L2(Ω)

)
.

引理 2.5 (参见文献 [11, 引理 A.3]) ι0 和 ι1 如之前定义, 假定 |θ| + 1/ι0 6 K 以及 1/ι1 6 K1,

则对 K̃ = min(K,K1)、任意 r > 2 以及 δ > 0, 有

∥∇rq∥L2(∂Ω) + ∥∇rq∥L2(Ω) 6 C∥Π∇rq∥L2(∂Ω) + C(K̃,VolΩ)
∑

s6r−1

∥∇s∆q∥L2(Ω),

∥∇r−1q∥L2(∂Ω) + ∥∇rq∥L2(Ω) 6 δ∥Π∇rq∥L2(∂Ω) + C(1/δ,K,VolΩ)
∑

s6r−2

∥∇s∆q∥L2(Ω).

引理 2.6 (参见文献 [11, 引理 A.9]) 假定 ι1 > 1/K1, α 是一个 (0, r) 型张量, 则有

∥α∥Lnp/(n−kp)(Ω) 6 C

k∑
ℓ=0

∥∇ℓα∥Lp(Ω), 1 6 p <
n

k
, (2.2)

∥α∥L∞(Ω) 6 C
k∑

ℓ=0

∥∇ℓα∥Lp(Ω), k >
n

p
. (2.3)

引理 2.7 (参见文献 [11, 引理 A.10]) 假设在 ∂Ω 上 q = 0, 则

∥q∥L2(Ω) 6 C(VolΩ)1/n∥∇q∥L2(Ω), ∥∇q∥L2(Ω) 6 C(VolΩ)1/2n∥∆q∥L2(Ω).

引理 2.8 (参见文献 [11, 引理 A.4]) 假设 2 6 r 6 4, |θ| 6 K, ι1 > 1/K1. 若在 ∂Ω 上 q = 0, 则

∥Π∇rq∥L2(∂Ω) 6 2∥∇̄r−2θ∥L2(∂Ω)∥∇Nq∥L∞(∂Ω) + C
r−1∑
k=1

∥θ∥kL∞(∂Ω)∥∇
r−kq∥L2(∂Ω).

更进一步地, 如果 |∇Nq| > ε > 0 以及 |∇Nq| > 2ε∥∇Nq∥L∞(∂Ω), 则

∥∇̄r−2θ∥L2(∂Ω) 6 C

(
1

ε

)(
∥Π∇rq∥L2(∂Ω) +

r−1∑
k=1

∥θ∥kL∞(∂Ω)∥∇
r−kq∥L2(∂Ω)

)
.
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引理 2.9 (参见文献 [11,引理 A.5]) 假设 r ∈ {3, 4}以及 |θ|+ 1/ι0 6 K. 若在 ∂Ω上 q = 0,则有

∥∇r−1q∥L2(∂Ω) 6 C(∥∇̄r−3θ∥L2(∂Ω)∥∇Nq∥L∞(∂Ω) + ∥∇r−2∆q∥L2(Ω))

+ C(K,VolΩ, ∥θ∥L2(∂Ω))

(
∥∇Nq∥L∞(∂Ω) +

r−3∑
s=0

∥∇s∆q∥L2(Ω)

)
.

众所周知,为了得到爆破准则,需要一个关于速度场和弹性张量的 “log型”不等式. 在自由边界上,

这个问题很难解决是因为并不知道速度场在移动的边界 ∂Dt 及 ∂Ω 上的值. 因此, 本文引入 Dirichlet-

Neumann 算子 N 来处理边界上速度场的问题. 而对于弹性张量, 因为有边界条件 N · F⊤|∂Ω = 0, 所

以可以使用文献 [2] 中的结论.

由上面的思路, 将速度场拆成两部分 u = u1 + u2:∆u1 = ∇×∇× u 在 Ω 中,

u1 = 0 在 ∂Ω 上,
(2.4)

∆u2 = 0 在 Ω 中,

u2 = u 在 ∂Ω 上.
(2.5)

以下都是需要用到的估计.

引理 2.10 (参见文献 [7, 命题 2.1]) 设 Ω ⊂ R3 是一个微分同胚于单位球的区域, 且在 ∂Ω 上有

|θ|+ 1
ι0

6 K, 对于 1 < p <∞, 有如下结论成立:

(i) 对于任意 q ∈ H2,p(Ω) ∩H1,p
0 (Ω), 有

∥q∥Lp(Ω) + ∥∇q∥Lp(Ω) + ∥∇2q∥Lp(Ω) 6 C(K)∥∆q∥Lp(Ω);

(ii) 假如对向量场 f、g 和 ρ ∈ H1,p
0 (Ω) 有关系 ∆f = ∇× g + ρ, 则

∥∇f∥Lp(Ω) 6 C(K)(∥g∥Lp(Ω) + ∥ρ∥L1(Ω));

(iii) 设 1 < p <∞, u ∈ H1,p(Ω) 且在迹的意义下在 ∂Ω 上 u ·N = 0, 则

∥∇u∥Lp(Ω) 6 C(K)(∥div u∥Lp(Ω) + ∥∇ × u∥Lp(Ω))

成立当且仅当 Ω 是单位球.

因为 u2调和,所以由极大值原理知 ∥∇u2∥L∞(Ω) 6 ∥∇u2∥L∞(∂Ω). 由 (2.4)、引理 2.10和 u = u1+u2,

使用 Hölder 不等式, 对于 1 < p <∞, 可以得到

∥∇u∥Lp(Ω) 6 C(K,Vol(Ω))(∥∇ × u∥L∞(Ω) + ∥∇̄U∥L∞(∂Ω) + ∥NU∥L∞(∂Ω)) 6 C(K,Vol(Ω))A. (2.6)

类似地, 由 N · F⊤|∂Ω = 0, 对 F 的各个分量应用引理 2.10, 得到

∥∇F∥Lp(Ω) 6 C(K,Vol(Ω))∥∇ × F∥L∞(Ω) 6 C(K,Vol(Ω))A. (2.7)

因为 Ω 是单位球, 所以可以利用文献 [6] 中的椭圆型估计:

7
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引理 2.11 (参见文献 [6, 命题 1 和推论 1]) 设 F = F (t, x) 为定义在 Ω 内的光滑向量场, 且满

足以下条件:

∇ · F = 0 在 Ω 内,

F · n = 0 在 ∂Ω 上,

则对于任意 s > 3, 都有

∥F (t)∥H1,∞(Ω) 6 C((1 + log+ ∥∇ × F (t)∥Hs−1(Ω))∥∇ × F (t)∥L∞(Ω) + 1),

其中 log+ f = max(0, log f).

3 能量估计

记 µg 为 Ω 上的体积元 (参见文献 [3]). 由文献 [12] 知, 守恒能量为

E0(t) =
1

2

∫
Ω

(|u(t, y)|2 + |F(t, y)|2)dµg.

对于整数 1 6 r 6 4, 令

Kr(t) :=

∫
Ω

|∇r−1 curlu|2dµg +

∫
Ω

|∇r−1 curlF⊤|2dµg

和

Er(t) :=
∫
Ω

gbdγafγAF∇r−1
A ∇aub∇r−1

F ∇fuddµg +

∫
Ω

gbdgceγafγAF∇r−1
A ∇aFbc∇r−1

F ∇fFdedµg

+ sgn(r − 1)

∫
∂Ω

γafγAF∇r−1
A ∇aq∇r−1

F ∇fqϑdµγ ,

其中, ϑ = 1/(−∇Nq), sgn(s) 为实数 s 的符号函数, curlF⊤ := ∇× F⊤.

定义 r 阶能量为

Er(t) = Er(t) +Kr(t).

由 (1.4) 得

∆q = −∇au
b∇bu

a + gcb∇aFcd∇bFad. (3.1)

首先给出 q 和 θ 的估计:

命题 3.1 假定 |θ|+ 1/ι0 6 K, 则对于 2 6 r 6 4, 有

∥Π∇rq∥2L2(∂Ω) 6 ∥∇q∥L∞(∂Ω)Er, (3.2a)

∥∇rq∥2L2(∂Ω) + ∥∇rq∥2L2(Ω) 6 C(K)(∥∇q∥L∞(∂Ω) + ∥∇u∥2L∞(Ω) + ∥∇F∥2L∞(Ω))
r∑

s=0

Es. (3.2b)

进一步地,

∥θ∥2L2(∂Ω) 6 C(ε−1)E2, (3.3a)

∥∇̄r−2θ∥2L2(∂Ω) 6 C(K, ε−1,VolΩ)(∥∇q∥L∞(∂Ω) + ∥∇u∥2L∞(Ω) + ∥∇F∥2L∞(Ω))
r∑

s=0

Es. (3.3b)

8
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证明 由定义可知

∥Π∇rq∥2L2(∂Ω) =

∫
∂Ω

γijγIJ∇γ−1
I ∇iq∇γ−1

J ∇jqϑ · (−∇Nq)dµγ 6 ∥∇q∥L∞(∂Ω)Er.

故 (3.2a) 成立. 由引理 2.5 得

∥∇rq∥2L2(∂Ω) + ∥∇rq∥2L2(Ω) 6 C∥Π∇rq∥2L2(∂Ω) + C(K,Vol(Ω))
r−1∑
s=0

∥∇s∆p∥2L2(Ω)

6 C∥∇q∥L∞(∂Ω)Er + C(K,Vol(Ω))

r−1∑
s=0

∥∇s∆q∥2L2(Ω).

由 (3.1) 可得

∇s∆q = −
s∑

m=0

Cm
s (∇m∇au

b∇s−m∇bu
a − gcb∇m∇aFcd∇s−m∇bFad).

因此, 由引理 2.4 可知

∥∇s∆q∥L2(Ω) 6 C(K)(∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))

( s+1∑
k=0

∥∇ku∥L2(Ω) +
s+1∑
k=0

∥∇kF∥L2(Ω)

)
,

从而 (3.2b) 成立.

由文献 [12] 和 Π∇2p = θ∇Np 可得 ∥θ∥L2(∂Ω) 6 C(ε−1)E
1/2
2 , 从而 (3.3a) 成立. 对于 (3.3b), 由引

理 2.8 和 (3.2b), 得到

∥∇̄r−2θ∥L2(∂Ω) 6 C

(
∥Π∇rq∥L2(∂Ω) +

r−1∑
k=1

∥θ∥kL∞(∂Ω)∥∇
r−kq∥L2(∂Ω)

)

6 C(K, ε−1)(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))
r∑

k=0

E
1/2
k .

为了方便, 记

I1 := (∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))(1 +A+ ∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇NDtq∥L∞(∂Ω)) +A2.

我们有以下估计:

命题 3.2 假设在 ∂Ω 上有 |θ|+ 1
ι0

6 K 和 |∇p| > ε > 0, 则对于 r = 1, 2, 3, 有

d

dt
Er 6 C(K, ε−1)I1

r∑
s=0

Es(t);

对于 r = 4, 有

d

dt
E4 6C(K, ε−1)I1

(
1 +

3∑
s=0

Es(t)

)
(1 + E4(t)).

证明 由文献 [12] 和 Hölder 不等式, 可得

d

dt
E1(t) 6 C(K)(∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))(E0 + E1).

9
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首先, 计算 Er(t) 关于 t 的导数如下:

d

dt
Er(t) =

∫
Ω

Dt(g
bdγafγAF∇r−1

A ∇aub∇r−1
F ∇fud)dµg

+

∫
Ω

Dt(g
bdgceγafγAF∇r−1

A ∇aFbc∇r−1
F ∇fFde)dµg

+

∫
∂Ω

Dt(γ
afγAF∇r−1

A ∇aq∇r−1
F ∇fq)ϑdµγ

+

∫
∂Ω

γafγAF∇r−1
A ∇aq∇r−1

F ∇fq

(
ϑt
ϑ

− hNN

)
ϑdµγ , (3.4)

其中 hNN 如引理 2.2 中所定义. 由文献 [12] 以及在 ∂Ω 上 NaFab = 0, 可得∫
Ω

[Dt(g
bdγafγAF∇r−1

A ∇aub∇r−1
F ∇fud) +Dt(g

bdγafγAF∇r−1
A ∇aFbc∇r−1

F ∇fFde)]dµg

+

∫
∂Ω

Dt(γ
afγAF∇r−1

A ∇aq∇r−1
F ∇fq)ϑdµγ

6 C(∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))Er(t) + CKE1/2
r (t)∥∇rq∥L2(Ω) + CK∥F∥L∞(Ω)Er(t)

+ CE1/2
r (t)

r−2∑
s=1

(∥∇s+1F(∇r−su+∇r−sF)∥L2(Ω) + ∥∇s+1u(∇r−su+∇r−sF)∥L2(Ω))

+ 2

∫
∂Ω

γafγAF∇r
Aaq

(
Dt∇r

Ffq −
1

ϑ
Nb∇r

Ffu
b

)
ϑdµγ . (3.5)

对于 (3.5) 中不等号右端第一行, 由命题 3.1, 当 2 6 r 6 4 时, 有

∥∇rq∥L2(Ω) 6 C(K, ε−1)(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))

r∑
s=0

E1/2
s . (3.6)

对于 (3.5) 中不等号右端第二行, 运用引理 2.4 中的插值不等式可得

∥∇s+1f∇r−sg∥L2(Ω) 6 C∥∇f∥L∞(Ω)

r∑
s=1

∥∇sg∥L2(Ω) + ∥∇g∥L∞(Ω)

r∑
s=1

∥∇sf∥L2(Ω).

对于 (3.5) 中最后一个积分, 由 Hölder 不等式和 −ϑ−1Nb = ∇bq, 可以得到∣∣∣∣ ∫
∂Ω

γafγAF∇r
Aaq

(
Dt∇r

Ffq −
1

ϑ
Nb∇r

Ffu
b

)
ϑdµγ

∣∣∣∣
6 C∥ϑ∥1/2L∞(∂Ω)E

1/2
r (t)∥Π(Dt(∇rq) +∇ru · ∇q)∥L2(∂Ω). (3.7)

由引理 2.3, 有

Dt∇rq +∇ru · ∇q = sgn(2− r)
r−2∑
s=1

Cs+1
r (∇s+1u) · ∇r−sq +∇rDtq.

接下来估计 ∥Π∇rDtq∥L2(∂Ω). 对于 r = 2 的情形, 由命题 3.1, 可得

∥Π∇2Dtq∥L2(∂Ω) 6 ∥θ∥L2(∂Ω)∥∇NDtq∥L∞(∂Ω) 6 C(ε−1)E
1/2
2 ∥∇NDtq∥L∞(∂Ω).

对于 r = 3, 由引理 2.8, 可得

∥Π∇3Dtq∥L2(∂Ω) 6 C(K)(∥∇̄θ∥L2(∂Ω)∥∇NDtq∥L∞(∂Ω) + ∥∇Dtq∥L2(∂Ω) + ∥∇2Dtq∥L2(∂Ω)).
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应用引理 2.9, 可得

∥∇Dtq∥L2(∂Ω) 6 C(K,Vol(Ω))∥∆Dtq∥L2(Ω).

由引理 2.9 和命题 3.1, 得到

∥∇2Dtq∥L2(∂Ω) 6 C(K,Vol(Ω))(∥θ∥L2(∂Ω)∥∇NDtq∥L∞(∂Ω) + ∥∆Dtq∥L2(Ω) + ∥∇∆Dtq∥L2(Ω)).

当 r = 4时, ∥Π∇4Dtq∥L2(∂Ω) 的估计中类似地会出现 ∥∇2∆Dtq∥L2(Ω) 及其低阶项.因此,对于 r = 3, 4,

需要估计
r−2∑
s=0

∥∇s∆Dtq∥L2(Ω).

由引理 2.3 和 (3.1), 计算可得

∆Dtq = 2gac∇cu
b∇a∇bq + (∆ue)∇eq + 2∇e∇bu

a∇au
e − 2gce∇eu

b∇aFcd∇bFad − 2∇duf∇aFbd∇bFaf

+ 2gce∇cFad∇aFeb∇du
b − 2gbd∇bu

a∇a∇cFdeFce + 2gce∇bFadFed∇a∇cu
b.

当 r = 3 时, s ∈ {0, 1}, 需估计形如

∇u∇2q,∇2u∇q,∇2u∇u,∇u∇F∇F,∇u∇2FF,∇2u∇FF;∇u∇3q,∇2u∇2q,∇3u∇q,

∇3u∇u,∇2u∇2u,∇2u∇F∇F,∇u∇2F∇F,∇2u∇2FF,∇u∇3FF,∇3u∇FF

的 L2(Ω) 估计. 当 r = 4 时, s ∈ {0, 1, 2}, 除上述形式外, 还需估计形如 (s = 2 时)

∇4u∇q,∇3u∇2q,∇2u∇3q,∇u∇4q,∇4u∇u,∇3u∇2u,∇4u∇FF,∇3u∇F∇F,

∇3u∇2FF,∇2u∇2F∇F,∇2u∇3FF,∇u∇4FF,∇u∇3F∇F,∇u∇2F∇2F

的 L2(Ω) 估计.

注意到 I1 和 A 中包含 ∥∇u∥L∞(Ω) 和 ∥∇F∥L∞(Ω). 另外, 由引理 2.6、Sobolev 不等式以及 E0(t)

是守恒量, 可以得到

∥F∥L∞(Ω) 6 ∥F∥L4(Ω) + ∥∇F∥L4(Ω)

6 C(K,VolΩ)(∥F∥L2(Ω) + ∥∇F∥L2(Ω) + ∥∇F∥L4(Ω))

6 C(K,VolΩ)(1 +A). (3.8)

现在估计 ∥∇q∥L∞(Ω). 由 Sobolev 嵌入 ((2.3) 中取 p = 4) 以及 (2.6)、(2.7)、引理 2.10 和 (3.1),

得到

∥∇q∥L∞(Ω) 6 C(K)(∥∇q∥L4(Ω) + ∥∇2q∥L4(Ω)) 6 C(K)∥∆q∥L4(Ω)

6 C(K)(∥∇u∥L∞(Ω)∥∇u∥L4(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω)∥∇F∥L4(Ω))

6 C(K,Vol(Ω))(∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))A.

同时 (2.3) 中取 p = 2, 由命题 3.1, 可得

∥∇q∥2L∞(Ω) 6 C(K,Vol(Ω))
3∑

k=1

∥∇kq∥2L2(Ω)
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6 C(K,Vol(Ω))(∥∇q∥L∞(∂Ω) + ∥∇u∥2L∞(Ω) + ∥∇F∥2L∞(Ω))
3∑

s=0

Es. (3.9)

含有 ∇q 或 ∇u 的项中的 ∇ru 和 ∇r−1u 的 L2(Ω) 范数可以分别被 E
1/2
r 和 E

1/2
r−1 控制, 含有 ∇u

的项中的 ∇rF 和 ∇r−1F 的 L2(Ω) 范数同样可以分别被 E
1/2
r 和 E

1/2
r−1 控制. ∥∇sq∥L2(Ω) (s ∈ {2, 3, 4})

的估计见 (3.6). 如此, 只需估计剩余的形如

r = 3 : ∇2u∇2q,∇2u∇2u,∇2u∇2F,

r = 4 : ∇3u∇2q,∇2u∇3q,∇3u∇2u,∇3u∇2F,∇2u∇3F,∇2u∇2F,∇2F∇2F

的 L2(Ω) 估计.

接下来, 考虑 ∥(∇1+su)(∇r−sq)∥L2(Ω) (1 6 s 6 r− 2, r ∈ {3, 4}). 由引理 2.4 和 2.6, 对于 f = u 或

者 F, 有 (对 F 考虑分量即可)

∥∇s+1f∥L4(Ω) 6 C∥∇sf∥1/2L∞(Ω)

( 2∑
ℓ=0

∥∇s+ℓf∥L2(Ω)

)1/2

6 C(K)
2∑

ℓ=0

E
1/2
s+ℓ(t). (3.10)

由引理 2.10、(2.6)、(2.7) 和 (3.10), 可得

∥∇2u∇2q∥L2(Ω) 6 ∥∇2u∥L4(Ω)∥∇2q∥L4(Ω)

6 C(∥∇s∇au
b∇r−1−s∇bu

a∥L4(Ω) + ∥gcb∇s∇aFcd∇r−1−s∇bFad∥L4(Ω))

6 C(K)∥∇u∥L∞(Ω)A
( 3∑

s=0

E1/2
s (t)

)
.

由引理 2.4、2.7、命题 3.1、(3.9) 和 Hölder 不等式, 对于 r = 4, 可得

∥(∇1+su)(∇4−sq)∥L2(Ω) 6 ∥∇u∥L∞(Ω)

4∑
k=1

∥∇kq∥L2(Ω) + ∥∇q∥L∞(Ω)

4∑
k=1

∥∇ku∥L2(Ω)

6 C(K, ε−1)(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))

3∑
s=0

E1/2
s

4∑
k=0

E
1/2
k .

对于 r ∈ {3, 4}, 由 (2.6)、(3.10) 和 (3.8) 可得

∥∇2u∇2F∥L2(Ω) 6 C(K)∥∇2u∥L4(Ω)∥∇2F∥L4(Ω)

6 C(K)∥∇F∥1/2L∞(Ω)∥∇u∥
1/2
L∞(Ω)

3∑
s=0

E1/2
s

6 C(K)(∥∇F∥L∞(Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω))

3∑
s=0

E1/2
s .

类似地, 由 (3.10) 可得

∥∇2u∇2u∥L2(Ω) 6 C(K)∥∇2u∥2L4(Ω) 6 C(K)
3∑

s=0

E1/2
s .
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对于 r = 4, ∇3u∇2u、∇3u∇2F 和 ∇2u∇3F 的 L2(Ω) 估计同样可以使用 Hölder 不等式和 (3.10)

得到. 因此, 对于 s ∈ {1, 2, 3}, 可得

∥∇sDtq∥L2(∂Ω) 6 C(K,Vol(Ω))(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))

× (1 + ∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) +A)
s+1∑
k=0

E
1/2
k .

从而由命题 3.1 可得

∥Π∇3Dtq∥L2(∂Ω) 6 C(K, ε−1)

(
(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(∂Ω) + ∥∇F∥L∞(∂Ω))∥∇NDtq∥L∞(∂Ω)

3∑
s=0

E1/2
s

+ (∥∇p∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))

× (1 + ∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) +A+ ∥∇NDtq∥L∞(∂Ω))
3∑

s=0

E
1/2
k

)
.

对于 r = 4, 由引理 2.8、2.9 和命题 3.1, 类似地可以得到

∥Π∇4Dtq∥L2(∂Ω) 6 C(K)

(
∥∇̄2θ∥L2(∂Ω)∥∇NDtq∥L∞(∂Ω) +

3∑
s=1

∥∇sDtq∥L2(∂Ω)

)

6 C(K, ε−1)(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(∂Ω) + ∥∇F∥L∞(∂Ω))∥∇NDtq∥L∞(∂Ω)

4∑
s=0

E1/2
s

+ C(K, ε−1)(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω)∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))

× (1 + ∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) +A+ ∥∇NDtq∥L∞(∂Ω))(E
1/2
4 + 1)

(
1 +

3∑
s=0

E1/2
s

)
6 C(K, ε−1)(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω))

× (1 + ∥∇q∥1/2L∞(∂Ω) +A+ ∥∇NDtq∥L∞(∂Ω))(E
1/2
4 + 1)

(
1 +

3∑
s=0

E1/2
s

)
.

为了估计 (3.7), 只需再估计

∥Π(∇1+su) · (∇r−sq)∥L2(∂Ω), 对 1 6 s 6 r − 2.

当 r = 3 时, 由引理 2.1 和 (3.1), 可得

∥∇2q∥L∞(∂Ω) 6 C(∥∇u∥2L∞(∂Ω) + ∥∇F∥2L∞(∂Ω) + ∥θ∥L∞(∂Ω)∥∇Nq∥L∞(∂Ω)). (3.11)

因此, 由引理 2.7 和 (3.11), 有

∥Π((∇2u) · ∇2q)∥L2(∂Ω) 6 ∥∇2u∥L2(∂Ω)∥∇2q∥L∞(∂Ω)

6 C(K,VolΩ)(∥∇3u∥L2(Ω) + ∥∇2u∥L2(Ω))

× (∥∇u∥2L∞(∂Ω) + ∥∇F∥2L∞(∂Ω) + ∥θ∥L∞(∂Ω)∥∇Nq∥L∞(∂Ω))

6 C(K, ε−1)(A2 + ∥∇q∥L∞(∂Ω))(E
1/2
3 (t) + E

1/2
2 (t)).

13
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当 r = 4 时, 由 (2.1)、引理 2.7 和 (3.2b), 可得下式成立:

∥Π((∇2u) · ∇3q)∥L2(∂Ω) = ∥Π∇2u ·Π∇3q +Π(∇2u ·N) ⊗̃Π(N · ∇3q)∥L2(∂Ω)

6 C∥Π∇2u∥L4(∂Ω)∥Π∇3q∥L4(∂Ω) + C∥Π(Na∇2ua)∥L4(∂Ω)∥Π(∇N∇2q)∥L4(∂Ω)

6 C∥∇2u∥L4(∂Ω)∥∇3q∥L4(∂Ω)

6 C(K,VolΩ)(∥∇3u∥L2(Ω) + ∥∇2u∥L2(Ω))(∥∇4q∥L2(Ω) + ∥∇3q∥L2(Ω))

6 C(K, ε−1)(E
1/2
3 (t) + E

1/2
2 (t))(∥∇q∥1/2L∞(∂Ω)∥∇u∥L∞(Ω)+∥∇F∥L∞(Ω))

4∑
s=0

E1/2
s .

类似地有

∥Π((∇3u) · ∇2q)∥L2(∂Ω) 6 ∥∇3u∥L2(∂Ω)∥∇2q∥L∞(∂Ω)

6 C(K,VolΩ)(∥∇4u∥L2(Ω) + ∥∇3u∥L2(Ω))

× (∥∇u∥2L∞(∂Ω) + ∥∇F∥2L∞(∂Ω) + ∥θ∥L∞(∂Ω)∥∇Nq∥L∞(∂Ω))

6 C(K, ε−1,VolΩ)(A2 + ∥∇q∥L∞(∂Ω))(E
1/2
4 (t) + E

1/2
3 (t)).

因此, 对于 r = 2, 3, 有

(3.7) 的左边 6 C(K, ε−1)I1

( r∑
s=0

Es(t)

)
;

对于 r = 4, 有

(3.7) 的左边 6 C(K, ε−1)I1

(
1 +

r−1∑
s=0

Es(t)

)
(1 + Er(t)).

接下来估计 (3.4) 中剩下的最后一项. 由引理 2.2 和 2.3 可得

ϑt
ϑ

− hNN = −2hadN
d∇aq

∇Nq
+

∇NDtq

∇Nq
= (2hadN

d∇aq −∇NDtq)ϑ.

而 ∥∇q∥L∞(∂Ω) 和 ∥∇NDtq∥L∞(∂Ω) 已经包含在 I1 中, 因此对于 r = 1, 2, 3, 有

d

dt
Er(t) 6 C(K, ε−1)I1

( r∑
s=0

Es(t)

)
;

对于 r = 4, 有

d

dt
Er(t) 6 C(K, ε−1)I1

(
1 +

r−1∑
s=0

Es(t)

)
(1 + Er(t)).

对于 Kr(t) 的物质导数, 类似前面的处理, 由 Hölder 不等式和 Gauss 公式, 对于 r 6 4, 可以得到

所期望的估计.

综合以上估计, 至此证明了命题 3.2.

由命题 3.2 可以得到以下推论. 记

I2 := 1 +A+ ∥∇NDtq∥L∞(∂Ω) + ∥∇q∥L∞(∂Ω) + ∥∇NDtq∥2L∞(∂Ω) +A2.

14
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推论 3.1 假设在 ∂Ω 上有 |θ|+ 1
ι0

6 K 和 |∇q| > ε > 0, 则有

d

dt
E4 6 C(K, ε−1)I2(1 + log+E4)(1 + E4)

(
1 +

3∑
s=0

Es

)
.

证明 因为 u = u1 + u2, u1|∂Ω = 0 以及 N · F⊤|∂Ω = 0, 由引理 2.11, 有

∥∇u1∥L∞(Ω) + ∥∇F∥L∞(Ω) 6 C((1 + log+E4)A+ 1).

又因为 u2 是调和的, 所以由极大值原理可得 ∥∇u2∥L∞(Ω) 6 A(t). 因此由命题 3.2 和 Hölder 不等式

可知, E4(t) 满足

d

dt
E4 6 C(K, ε−1)I2(1 + log+E4)(1 + E4)

(
1 +

3∑
s=0

Es

)
.

类似地, 对于 r = 1, 2, 3, 有 d
dtEr 6 C(K, δ−1)I2(1 + log+E3)

∑r
s=0Es.

4 主要结果的证明

定理 1.1 的证明 由推论 3.1, 有

d

dt
E4 6 C(K, ε−1)I2(1 + log+E4)(1 + E4)

(
1 +

3∑
s=0

Es

)
.

注意到 d
dt (1 + E4) =

d
dtE4, 对于 s = 0, . . . , 4, 令 Xs= Es + 1, 则有

d

dt
X4 6 C(K, ε−1)I2(1 + log+X4)X4

(
1 +

3∑
s=0

Xs

)
.

又由推论 3.1 得

d

dt

3∑
s=0

Xs 6 C(K, ε−1)I2

(
1 + log+

3∑
s=0

Xs

) 3∑
s=0

Xs.

另外, 因为 T ∗ 是方程 (1.4) 在满足 (1.3) 条件下的解, 且是属于 H4(Ω) 的最大时间, 故由命题 3.1, 有

lim sup
t↗T∗

X4(t) = ∞,

从而由 Grönwall 不等式及归纳可以得到最终结论.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵修改意见.
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