
实分析 (2023-2024春季学期)

作业 11

习题 11.1. 设 F ∈ BV([a, b]),证明:
(i)

∫ b
a |F ′(x)|dx ⩽ TF (a, b).

(ii)
∫ b
a |F ′(x)|dx = TF (a, b)当且仅当 F ∈ AC([a, b]).

习题 11.2. 设 F 是 [a, b]上的单调连续函数. 证明: F ∈ AC([a, b])当且仅当∫ b
a F ′(x)dx = F (b)− F (a).

习题 11.3. 设 f : R → R. 证明: f 对某个M 及所有 x, y ∈ R满足 Lipschitz条
件

|f(x)− f(y)| ⩽ M |x− y|

当且仅当 f 绝对连续且 |f ′(x)| ⩽ M a.e.

习题 11.4. 设 F ∈ AC([a, b])递增. 令 A = F (a)和 B = F (b). 证明:
(i) 存在这样的函数 F 且是严格递增的,但在一个正测度集上 F ′(x) = 0.
(ii) 能够选取到 (i)中的 F 使得: 存在零测集 E ⊂ [A,B]使 F−1(E)不可测.
(iii) 对任意递增绝对连续函数 F 和可测子集 E ⊂ [A,B], F−1(E)∩ {F ′(x) >

0}可测.
提示 (i) 令 F (x) =

∫ x
a χK(t)dt, 其中 K 为正测度类 Cantor 集 C (cf. 习

题 4.8) 的补集. (ii) F (C) 是零测集. (iii) 先证对任意开集 O 有 m(O) =∫
F−1(O) f

′(x)dx.

习题 11.5 (换元公式). 设 F ∈ AC([a, b])递增, A = F (a)和 B = F (b). 设 f 是

[A,B]上的任意可测函数.
(i) 证明 f(F (x))F ′(x)在 [a, b]上可测. (注意: 由习题 11.4(ii)知 f(F (x))不

一定可测.)
(ii) 证明换元公式: 若 f ∈ L1([A,B]),则 f(F (x))F ′(x) ∈ L1([a, b]),且∫ B

A
f(y)dy =

∫ b

a
f(F (x))F ′(x)dx.

习题 11.6 (分部积分公式). 设 F,G ∈ AC([a, b]). 证明 FG ∈ AC([a, b]),且∫ b

a
F ′(x)G(x)dx = [F (x)G(x)]ba −

∫ b

a
F (x)G′(x)dx.
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习题 11.7. 设 F 为 [a, b] 上的有界递增函数, J(x) 为 F 的跳跃函数. 证明:
lim sup
h→0

J(x+h)−J(x)
h 可测.

提示 ∀k > m, 令 FN
k,m = sup

1/k⩽|h|⩽1/m

∣∣∣JN (x+h)−JN (x)
h

∣∣∣, 其中 JN (x) =

N∑
n=1

αnjn(x). 注意每个 FN
k,m 是可测的, 然后令 N → ∞, k → ∞, 最后取

m → ∞.

习题 11.8 (Lebesgue分解). 设 F 为 [a, b]上的递增函数. 证明:
(i) 存在分解

F = FA + FC + FJ ,

其中 FA, FC 和 FJ 均递增且

(a) FA ∈ AC([a, b]).
(b) FC ∈ C([a, b]),但 F ′

C(x) = 0 a.e.
(c) FJ 是跳跃函数.

(ii) 在相差一个常数的意义下,上述分解是唯一的.


