
实分析 (2023-2024春季学期)

作业 2

习题 2.1. 设 E ⊂ Rn, δ > 0,证明集合 O = {x : d(x,E) > δ}是开集.

习题 2.2. 设 E ⊂ Rn,证明 f(x) := d(x,E)在 Rn上一致连续.

习题 2.3. 设函数 f : Rn → R. 证明 f(x)连续当且仅当对 R中任意开集 O,
f−1(O)为 Rn 中开集. 若定义域 Rn 改为开区间,结论是否正确? 若定义域改
为闭区间又如何?

习题 2.4. 设 F1, F2 是 R中两个互不相交的闭集. 证明: 存在两个互不相交的
开集 O1,O2,使得 O1 ⊃ F1, O2 ⊃ F2.

习题 2.5. 设 {Fλ : λ ∈ Λ} 是 Rn 中一族有界闭集. 若对任意有限多个 Fλi
,

i = 1, 2, · · · , N ,
N

∩
i=1

Fλi
̸= ∅,则 ∩

λ∈Λ
Fλ ̸= ∅.

习题 2.6. 证明: 代数 A 是 σ-代数当且仅当 A 关于可列递增并运算封闭 (即,

若 {Ej}∞1 ⊂ A 且 E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ,则
∞
∪
1
Ej ∈ A ).

习题 2.7. 设 E ⊂ P(X). 若M = σ(E ),证明:

M = ∪{σ(F ) : F为E中可列子集}.

习题 2.8. 证明: Rn中每个闭集可表为可列个开集的交.

习题 2.9. 证明:
(i) C 是非空有界闭集.
(ii) C 是完全不连通的.
(iii) C 是完全集,即没有孤立点.
(iv) C 无内点.
(v) C 的势是 ℵ.
(vi) C 的总长度为 0.

习题 2.10. 在 Cantor集 C上定义Cantor-Lebesgue函数F (x). 对 x =
∞∑
i=1

ai
3i

∈ C,

其中 ai ∈ {0, 2},令

F (x) =
1

2

∞∑
i=1

ai
2i
.
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(i) 证明: C上的 Cantor-Lebesgue函数 F 在 C上连续,且 F (0) = 0, F (1) = 1.
(ii) 若 a, b是 C 的构造中所去掉的任一开区间的端点,证明: F (a) = F (b).
若 x ∈ [0, 1] \ C,则 x一定属于 C 的构造中所去掉的某个开区间 (a, b). 由

(ii)知 F (a) = F (b),对所有 x ∈ (a, b),定义 F (x) = F (a).
(iii) 证明: F 在 [0, 1]上单调且连续.
(iv) 证明: F 满足 F (x) = 2F (x/3), ∀x ∈ [0, 1].
(v) 求使 F 不可微的点.


