
实分析 (2023-2024春季学期)

作业 5

习题 5.1 (依测度收敛的保不等式性). 设 {fk}k∈N, f, g在可测集 E 上可测. 证
明: 若 fk

m−→ f ,且 fk(x) ⩽ g(x), a.e.,则 f(x) ⩽ g(x), a.e.

习题 5.2. 设 {fk}k∈N, f 在可测集 E 上可测. 证明: 若 fk
m−→ f , 且 ∀k ∈ N,

fk(x) ⩽ fk+1(x),则 fk
a.e.−→ f .

习题 5.3. 设 {fk}k∈N, f 在有限可测集 E 上可测. 证明: fk
m−→ f 当且仅当对

{fk}的任意子列,存在该子列的子列 a.e.收敛于 f .

习题 5.4. 设在有限可测集 E 上 fk
m−→ f , gk

m−→ g,证明: fk · gk
m−→ f · g.

习题 5.5 (Fréchet定理). 设 f 是可测集 E上 a.e.有限的函数,证明 f 在 E上可

测当且仅当存在 E 上的连续函数列在 E 上 a.e.收敛于 f .

习题 5.6. 设 χ[0,1] 为 [0, 1]的特征函数,证明: 不存在 R上的处处连续函数 f ,
使得

f(x) = χ[0,1](x), a.e.

习题 5.7. 设 f 是零测集 E 上的有界函数,证明: f 可测且
∫
E f = 0.

习题 5.8. 设 f 是有限可测集 E上的有界可测函数, g有界且在 E上 f = g a.e.
证明:

∫
E f =

∫
E g.

习题 5.9. 设m(E) < ∞,若去掉有界收敛定理中 “|fk|在 E 上一致有界”的假
设,结论是否成立?
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