
实分析 (2023-2024春季学期)

作业 6

习题 6.1 (依测度收敛的 Fatou引理). 设 {fn}为 R上的非负可测函数列,且 fn

依测度收敛于 f ,证明 ∫
R
f(x)dx ⩽ lim inf

n

∫
R
fn(x)dx.

习题 6.2. (i) 证明: 存在 R 上的正连续函数 f , 使得 f 在 R 上可积, 但
lim sup
x→∞

f(x) = ∞.

(ii) 证明: 若假设 f 在 R上一致连续且可积,则 lim
|x|→∞

f(x) = 0.

提示 对于 (i),构造一个连续函数使其在 [n, n+ 1/n3)上等于 n, n ∈ N.

习题 6.3. 考虑定义在 R上的函数

f(x) =

x−1/2, 若0 < x < 1,

0, 其他.

对有理数集 Q的一个固定枚举 {rn}n∈N,令

F (x) =

∞∑
n=1

2−nf(x− rn).

证明 F 可积,从而定义 F 的级数在 R上 a.e.收敛. 然而,试观察该级数在每个
区间上是无界的,事实上,任何与 F a.e.相等的函数 F̃ 在任何区间内均无界.
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