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§ 0.1 集论初步

§ 0.1.1 集及其运算

先引进一些常用数集的记号:

N :=正整数集 N0 :=N ∪ {0} =自然数集 (包含 0)

Z :=整数集 Q :=有理数集

I :=无理数集 R :=Q ∪ I =实数集

R :=R ∪ {−∞,∞} =扩充实数集 C :=复数集

R上的算术运算可以部分地扩充到 R:

x±∞ =±∞ (x ∈ R), ∞+∞ =∞, −∞−∞ = −∞,

x · (±∞) =±∞ (x > 0) x · (±∞) =∓∞ (x < 0).

我们不试图定义∞−∞,但我们遵守这样的约定 (除非另有说明):

0 · (±∞) = 0.

我们回顾在中学数学以及数学分析中就已学过的关于集合中的一些常用

符号,基本概念和基本运算.

实分析讲义
郝成春@中科院数学所

更新: 2024年 3月 17日
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• ∅ =空集.
• 幂集: P(X) = 2X = {E : E ⊂ X} = X 的所有子集构成的集簇，其中

“包含于”记号 E ⊂ X 不排除 E = X 的可能性,不表示 “真包含”的意思.
• 若 I 是一个指标集, E = {Eα : α ∈ I} = {Eα}α∈I 是一集簇,它的元素的
并集和交集定义为

并集: ∪
α∈I

Eα = {x :存在某个α ∈ I使x ∈ Eα}.

交集: ∩
α∈I

Eα = {x :对任意α ∈ I有x ∈ Eα}.

分配律: E ∩ (∪
α∈I

Eα) = ∪
α∈I

(E ∩ Eα), E ∪ (∩
α∈I

Eα) = ∩
α∈I

(E ∪ Eα).

若只要 α 6= β 就有 Eα ∩ Eβ = ∅，则称集簇 {Eα}互不相交.
• 当考虑的指标集为正整数集 N 时, 集簇也用 {En}∞n=1 或 {En}∞1 表示,
相应的并集和交集也有类似的表示. 此时,集列的上限集(lim sup或 lim)
和下限集(lim inf或 lim)分别定义为:

lim sup
n→∞

En =
∞
∩
k=1

∞
∪
n=k

En

={x : ∀k ∈ N, ∃n ⩾ k, s.t. x ∈ En}

={x :存在无穷多个n,使x ∈ En}.

lim inf
n→∞

En =
∞
∪
k=1

∞
∩
n=k

En

={x : ∃k ∈ N, s.t. ∀n ⩾ k均有x ∈ En}

={x :当 n充分大以后均有x ∈ En}.

显然, lim infEn ⊂ lim supEn. 若上、下限集相等,则说 {En}的极限集存
在并等于上限集或下限集,记为 lim

n→∞
En.

• 单调集列: 设 {Ak}是一集列,若 ∀k,有 Ak ⊃ Ak+1,则称此集列为递减集

列,此时称其交集
∞
∩
k=1

Ak 为集列 {Ak}的极限集,记为 lim
k→∞

Ak;若 ∀k,有

Ak ⊂ Ak+1,则称此集列为递增集列,此时称其并集
∞
∪
k=1

Ak 为集列 {Ak}
的极限集,记为 lim

k→∞
Ak.

• 差集与补集: 设 E,F 为两个集合, E 与 F 的差集记为

E \ F = {x ∈ E : x /∈ F},

读作 E 减 F ,或记为 E − F ,它是由在集合 E 中而不在集合 F 中的一切

元素构成的集合. 当 F 是 E 的子集时,称 E \ F 为集合 F 相对于 E 的补

集或余集. 当 E为所考虑问题的全集时, F c := {x ∈ E : x /∈ F}简称为F
的补集或余集,即 F c = E \ F .
回顾一个重要的法则,它提供了一种对偶方法,将已证明的关于集的某种



§0.1.集论初步 3

性质转移到它们的补集上:

命题 0.1 (De Morgan (德摩根)法则).(
∪
α∈I

Eα

)c

= ∩
α∈I

(Eα)
c ,

(
∩
α∈I

Eα

)c

= ∪
α∈I

(Eα)
c .

• 对称差: 设 E,F 为两个集合,称集合 (E \ F ) ∪ (F \ E)为E 与 F 的对称

差,记为 E4F . 它是由既属于 E,F 之一但又不同时属于两者的所有元素

所构成的集合. 由定义立知, E ∪ F = (E ∩ F ) ∪ (E4F ). 因此,对称差表
示并集中除去公共元素后的部分.

• 集合的直积: 设 X,Y 是两个集合,所有有序 “元素对” (x, y) (其中 x ∈ X ,
y ∈ Y )形成的集合称为 X 与 Y 的Descartes (笛卡尔)积,记为 X × Y ,即

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y },

其中 (x, y) = (x′, y′) 是指 x = x′, y = y′. X × X 也记为 X2. 例如,
[0, 1]2 = [0, 1]× [0, 1]为平面上单位闭正方形.

• 映射. 映射f : X → Y 是从 X 到 Y 的一个对应关系，使得 ∀x ∈ X ,
∃!y ∈ Y , s.t. y = f(x). 当 Y 是 C或其子集时也称 f 为函数. X 称为 f

的定义域 (domain); Y 称为 f 的陪域 (或到达域 (codomain));若D ⊂ X 和

E ⊂ Y ,定义 D关于映射 f 的像为

f(D) = {f(x) : x ∈ D},

f(X)称为 f 的值域 (range),定义 E 关于 f 的原像为

f−1(E) = {x : f(x) ∈ E}.

易验证由此式定义的映射 f−1 : P(Y ) → P(X)与并、交和补运算可交

换:

f−1

(
∪
α∈I

Eα

)
= ∪

α∈I
f−1 (Eα) , f−1

(
∩
α∈I

Eα

)
= ∩

α∈I
f−1 (Eα) ,

f−1(Ec) =
(
f−1(E)

)c
.

像映射 f : P(X) → P(Y )与并运算可交换,但一般与交或补运算不可交
换.

若 f(x1) = f(x2) 当且仅当 x1 = x2 时成立, 则称 f 是单射; 若
f(X) = Y ,则称为满射;若既是单射又是满射,则称为双射 (或一一对应).

若 f : X → Y 和 g : Y → Z 为映射,记 g ◦ f 为它们的复合:

g ◦ f : X → Z, g ◦ f(x) = g(f(x)).

若 f 为双射,则存在逆映射 f−1 : Y → X 使得 f−1 ◦ f 和 f ◦ f−1分别是
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X 和 Y 上的恒同映射. 若 A ⊂ X ,记 f |A为 f 在 A上的限制:

(f |A) : A→ Y ; (f |A)(x) = f(x), x ∈ A.

§ 0.1.2 集的势

一个集合 A中所包含的元素的个数称为 A的势 (cardinality)或基数,记为
card(A).
设 A,B 是两个集合,若存在一个从 A到 B 上的一一对应,则称集合 A与

B 对等,记为 A ∼ B,它们具有相同的势 card(A) = card(B). 对等是一种等价
关系,它对于无限集的研究非常重要. 易验证对等具有下列性质:

(i) (自反性) A ∼ A;
(ii) (对称性)若 A ∼ B,则 B ∼ A;
(iii) (传递性)若 A ∼ B, B ∼ C,则 A ∼ C.

若 A ∼ C ⊂ B,则称 card(A) ⩽ card(B);若 A ∼ C ⊂ B 但 A不与 B 对等,
则称 card(A) < card(B).

定理 0.2 (Schröder-Bernstein (施罗德-伯恩斯坦)定理). 设 A, B 是两个非空
集合. 若 card(A) ⩽ card(B), card(B) ⩽ card(A),则 card(A) = card(B).

由该定理可知,对任何两个势 α和 β,三个关系

α < β, α = β, α > β

中不可能有两者同时成立 (这里未断言必有一个成立). 事实上,若 α = β,则其
余两式已不可能成立;若 α < β 与 α > β 同时成立,则由 Schröder-Bernstein定
理的证明知 α = β,矛盾. 实际上,上述关系有且仅有一个成立 (cf. [Fol13,命题
0.7])

定理 0.3 (无最大势定理). 对任意 (非空)集合 A, card(A) < card(P(A)).

该定理表明,不存在具有最大势的集.
记正整数集的势 card(N) = ℵ0. 若 card(A) = ℵ0,则称 A是可列集 (或可数

集).1 把不是可列的无限集称为不可列集. 有限集和可列集可统称为至多可列
集.

定理 0.4. 任意无限集必包含一个可列子集.

1需注意,不同的书对可数和可列的定义并不相同.
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由该定理可得: 凡无限集必与它的一个真子集对等. 事实上,设 A为给定

的无限集,由定理 0.4存在可列子集 {an}n∈N. 令 B = A \ {a1},则 B 是 A的真

子集. 作如下对应:

a↔ a, 对a ∈ A \ {an}n∈N,

ak ↔ ak+1, 对k ∈ N.

易见此为 A与 B 之间的一一对应,因此 A与它的一个真子集 B 对等.

定理 0.5. 可列个可列集的并集仍是可列集.

由上述定理的证明亦可得: 若Ak (k = 1, · · · , n)是可列集,则A1×· · ·×An

是可列集.
区间 [0, 1]不是可列集: 记 card([0, 1]) = ℵ,有 ℵ > ℵ0. 若 A ∼ [0, 1],则称

A具有连续统的势.2

§ 0.1.3 有序集

本节我们讨论与有序集概念相关联的一系列概念.

定义 0.6. 对于给定的非空集 X ,若在它的元之间能引进关系 “⩽”(这里作为
序的记号,可读为 “小于或等于”),满足序公理:
(i) 自反性: a ⩽ a;
(ii) 传递性: 若 a ⩽ b, b ⩽ c,则 a ⩽ c;
(iii) 反对称性: 若 a ⩽ b, b ⩽ a,则 a = b,
其中 a, b, c ∈ X , 则称 X 为赋予半序 “⩽” 的半序集(或偏序集, partially
ordered set, 有时也称为 poset), 记作 (X,⩽). 若对半序集 X 的任意两个元

a, b,还满足条件:
(iv) 关系式 a ⩽ b与 b ⩽ a二者必居其一,
则称 X 为带有序 “⩽”的全序集 (或线性序集). 半序集中的链 (chain)是指全
序子集,即链的任何两个元素均满足 (iv).

“a ⩽ b”也可写成 “b ⩾ a”,用记号 “a < b”表示 “a ⩽ b但 a 6= b”.

定义 0.7. 设 (X,⩽)为半序集,若 x ∈ X 是满足 x ⩽ y (resp. x ⩾ y)的唯一
y ∈ X 是 x自身,则称 x是 X 的一个极大 (resp. 极小)元. 极大和极小元不
一定存在,也不一定唯一 (除非是全序的情形).

21874年 Cantor猜测在可列集势和实数势之间没有别的势 (即 ℵ0 与 ℵ之间没有其它势),这
就是著名的连续统假设. 记 2ℵ0 为可列集的所有子集所构成的集合的势,则有 ℵ = 2ℵ0 ,是下一
个势. 它又被称为 Hilbert第一问题,在 1900年第二届国际数学家大会上, Hilbert把 Cantor的连
续统假设列入 20世纪有待解决的 23个重要数学问题之首 (尚未得到完全解决).
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设 E ⊂ X . 若 b ∈ X 满足: 对所有 x ∈ E 均有 x ⩽ b,则称 b为 E 的

一个上界. 若 b为 E 的一个上界,且对 E 的任一上界 b′,均有 b ⩽ b′,则称 b

为 E 的上确界. 可类似定义 E 的下界和下确界. E 的上、下确界分别记为
supE 和 infE. E 的上界不一定属于 E, E 的极大元不一定是 E 的一个上

界 (除非 E 是全序集).

定义 0.8. 若 X 是带有序 “⩽”的全序集, X 的每个非空子集含有一个极小
元,则称 X 关于序 “⩽”是良序的, “⩽”称为 X 上的一个良序.

接下来,引入集论中的一个基本原理并推导一些结论.

定理 0.9 (Hausdorff (豪斯多夫)极大原理, 1914). 每个半序集都含有极大全
序子集.

此原理的另一版本如下:

引理 0.10 (Zorn (佐恩)引理, 1935). 设 (X,⩽)为非空半序集,若X 的每个非

空全序子集均有上界,则 X 有极大元.

定理 0.11 (良序原理). 任何非空集 X 都能被良序化.

定理 0.12 (Zermelo (策梅洛)选择公理). 若 {Xα}α∈A 是一族互不相交的非
空集,则存在一个集 E ⊂ ∪

α∈A
Xα,使得对每个 α ∈ A, E ∩Xα 是单点集. 换

言之,存在一个集 E,使得 E 是由每个 Xα中选取一个元构成的.

实际上,上述四个结论是等价的,请自行证明或查阅相关书籍.

§ 0.2 度量空间

下面,我们回顾关于度量 (或距离)的概念(cf. [Zor16,第 9-10章]). 度量是
“距离”这个概念的抽象化,最早由法国数学家 Fréchet引入.

定义 0.13. 设 X 为一非空集合,若函数 ρ : X ×X → [0,∞)满足

(i) 非退化性: ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;
(ii) 对称性: ρ(x, y) = ρ(y, x);
(iii) 三角不等式: ρ(x, y) ⩽ ρ(x, z) + ρ(z, y), ∀z ∈ X ,
则称 ρ是 X 上的一个度量(或距离),a 而称 X 是以 ρ为度量的度量空间,记
为 (X, ρ). 在不引起混淆的情况下,将 (X, ρ)简记为 X .
若 (X, ρ)是度量空间, Y 是X 的一个非空子集,则 (Y, ρ)也是一个度量
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空间,称为 (X, ρ)的子空间.
a不难发现, ρ(x, y) ⩾ 0 是其他几条公理的直接推论, 故亦可去掉, i.e., 0 = ρ(x, x) ⩽

ρ(x, z) + ρ(z, x) = 2ρ(x, z), ∀z ∈ X . 有时, 也可将 (ii)-(iii) 改成一个条件: ρ(x, y) ⩽
ρ(x, z) + ρ(y, z), ∀z ∈ X .

例 0.14. i) Euclid距离

ρ(x, y) = |x− y| :=

(
n∑

i=1

(xi − yi)
2

)1/2

是 Rn上的一个度量. 此外,在 Rn中还可以用下面方法定义其他的度量:

ρ∞(x, y) = max
i

|xi − yi|, ρ1(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|.

由此可知,在一个集合中引入度量的方法不限于一种.
ii) 在 [0, 1]上的连续函数所构成的空间 C([0, 1])上,

ρ1(f, g) =

∫ 1

0
|f(x)− g(x)|dx 和 ρ∞(f, g) = sup

0⩽x⩽1
|f(x)− g(x)|

均为度量.
iii) 若 ρ是 X 上的度量, A ⊂ X ,则 ρ|A×A是 A上的一个度量.
iv) 若 (X1, ρ1)和 (X2, ρ2)是度量空间, X1 ×X2上的乘积度量 ρ为

ρ((x1, x2), (y1, y2)) = max(ρ1(x1, y1), ρ2(x2, y2)).

X1 ×X2上其他度量有,如

ρ1(x1, y1) + ρ2(x2, y2), [ρ1(x1, y1)
2 + ρ2(x2, y2)

2]1/2.

设 (X, ρ)为度量空间. 若 x ∈ X , r > 0,以 x为中心 r为半径的(开)球为

B(r, x) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r}.

设 E ⊂ X ,若对任意的 x ∈ E,存在 r > 0使得 B(r, x) ⊂ E,则称 E 为开集,若
Ec 为开集,则称 E 为闭集. 例如,每个球 B(r, x)为开集,因为若 y ∈ B(r, x)且

ρ(x, y) = s,则 B(r − s, y) ⊂ B(r, x).
• X 和 ∅既是开集也是闭集.
• 任意开集族的并为开集,从而任意闭集族的交为闭集.
• 任意有限个开 (闭) 集的交 (并) 是开 (闭) 集. (事实上, 若 U1, · · · , Un 是

开集, 对 x ∈
n

∩
1
Uj , 对每个 j 存在 rj > 0 使得 B(rj , x) ⊂ Uj , 那么

B(r, x) ⊂
n

∩
1
Uj ,其中 r = min(r1, · · · , rn),因此

n

∩
1
Uj 是开集.)
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注记 0.15. 后两条性质可以通过 De Morgan 法则 (i.e., 定理0.1) 推导. 需要
指出的是, 无限多个开集的交未必是开集, 例如 In =

(
− 1

n , 1 +
1
n

)
是开集,

但
∞
∩
n=1

In = [0, 1] 是闭集. 另外, 任意多个闭集的并不一定是闭集, 例如,

Fn =
[
1
n , 1−

1
n

]
, n = 3, 4, · · · ,则 Fn是闭集,而

∞
∪
n=3

Fn = (0, 1)不是闭集.

设 E ⊂ X ,所有开集 U ⊂ E 的并是包含在 E 内的最大开集,称为 E 的内

部,记为 E̊.
设 x ∈ X ,若存在 E 中的互异点列 {xk},使得

lim
k→∞

ρ(xk, x) = 0,

则称 x为 E 的聚点 (或极限点), E 的聚点全体记为 E′,称为 E 的导集. 注意, E
的聚点不一定属于E. 称E \E′中的点为E的孤立点. E的闭包是指集E ∪E′,
记为 E. E 的闭包一定是闭集. 若 E′ = E,则称 E 为完全集. 若 E ⊂ E′,则称
E 是自密集,换句话说,当集合中的点均是该集的聚点时,这个集即为自密集；
或者说没有孤立点的集就是自密集. 显然,完全集是自密闭集.
若 E = F ,则称 E 在 F 中稠密,若 E̊ = ∅,则称 E 是稀疏集 (或无处稠密

集). (应当注意, 在稠密性的定义中, 并不要求 E ⊂ F , E 与 F 甚至可以没有

公共点. 比如, 有理数集在无理数集中稠密.) 若 X 有可数稠密子集, 则称 X

是可分的. 例如, Qn 是 Rn 的可数稠密子集. 对 X 中序列 {xn}及 x ∈ X , 若
lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0,则称 xn收敛到 x,记为 xn → x或 limxn = x.

命题 0.16. 设 X 是度量空间, E ⊂ X , x ∈ X ,下列叙述是等价的:
(i) x ∈ E.
(ii) 对所有 r > 0, B(r, x) ∩ E 6= ∅.
(iii) 存在序列 {xn} ⊂ E 收敛到 x.

若 (X1, ρ1)和 (X2, ρ2)为度量空间,称映射 f : X1 → X2 在 x ∈ X1 处连

续,若对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,使得当 ρ1(x, y) < δ时 ρ2(f(x), f(y)) < ε,换
句话说,使得 f−1(B(ε, f(x))) ⊃ B(δ, x). 若 f 在每个点 x ∈ X1 处连续,则称 f

连续,除此之外,若连续性定义中的 δ能被选取得不依赖于 x,则称 f一致连续.

命题 0.17. f : X1 → X2 连续当且仅当对任意开集 U ⊂ X2 有 f−1(U)是

X1中的开集.

度量空间 (X, ρ)中序列 {xn}称为Cauchy列,若当n,m→ ∞时 ρ(xn, xm) →
0. X 的子集 E 称为完备的,若 E 中的每个 Cauchy列收敛且其极限属于 E. 例
如, (Rn, | · |)是完备的,而 (Qn, | · |)不是.



§0.2.度量空间 9

命题 0.18. 完备度量空间的闭子空间是完备的,任意度量空间的完备子集是
闭的.

在度量空间 (X, ρ)中能够定义点到集合的距离和两个集合间的距离. 即,
若 x ∈ X , E,F ⊂ X ,

d(x,E) = inf{ρ(x, y) : y ∈ E},

d(E,F ) = inf{ρ(x, y) : x ∈ E, y ∈ F} = inf{ρ(x, F ) : x ∈ E}.

由命题 0.16,观察到 ρ(x,E) = 0当且仅当 x ∈ E. 定义 E ⊂ X 的直径为

diamE = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ E}.

若 diamE <∞,则称 E 是有界的.
若 E ⊂ X 和集簇 {Vα}α∈A 满足 E ⊂ ∪

α∈A
Vα, 称 {Vα}α∈A 为 E 的覆盖,

称 E 被 Vα 等覆盖. 若对每个 ε > 0, E 能被有限多个半径为 ε 的球覆盖, 则

称 E 是全有界的. 每个全有界集是有界的, 因为若 x, y ∈
n

∪
1
B(ε, zj), 比如

x ∈ B(ε, z1)和 y ∈ B(ε, z2),则

ρ(x, y) ⩽ ρ(x, z1) + ρ(z1, z2) + ρ(z2, y) ⩽ 2ε+max{ρ(zj , zk) : 1 ⩽ j, k ⩽ n}.

(反过来一般是不对的,但在 Rn 中是对的.) 若 E 是全有界的,则 E 也是,因为

若 E ⊂
n

∪
1
B(ε, zj),则 E ⊂

n

∪
1
B(2ε, zj).

定理 0.19. 若 E 是度量空间 (X, ρ)的子集,下面叙述是等价的:
(i) E 是完备的和全有界的.
(ii) (Bolzano-Weierstrass (波尔查诺-魏尔斯特拉斯)性质) E 中每个序列存
在收敛于 E 中某个点的子列.

(iii) (Heine-Borel (海涅-博雷尔)性质)若 {Vα}α∈A 是 E 的开覆盖,则存在
有限集 F ⊂ A使得 {Vα}α∈F 覆盖 E.

具有定理 0.19的性质 (i)-(iii)的集合 E 被称为紧集. 根据命题 0.18,每个紧
集都是闭集且有界;在一般情况下,反之不成立,但在 Rn中成立.

命题 0.20. Rn中每个有界闭集是紧集.

如果在集合 X 上有两个度量 ρ1 和 ρ2,若存在常数 C,C ′ > 0,满足 Cρ1 <

ρ2 < C ′ρ1,则称这两个度量等价. 容易验证,等价的度量定义了相同的开集、闭
集和紧集,相同的收敛序列和 Cauchy序列,以及相同的连续和一致连续映射.
因此,关于度量空间的大多数结果不依赖于选择的具体度量,而只依赖于其等
价类.
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§ 0.3 σ-代数

在测度论中经常遇到具有某些运算封闭性的集类, 下面主要介绍代数和
σ-代数两种集类. 以下设 X 是一给定的非空集.

定义 0.21. 设 A ⊂ P(X). 若 ∅ ∈ A ,并且 A 对并运算和补运算封闭,则称
A 为代数.

命题 0.22. 设 A ⊂ P(X). 则
(i) 若 ∅ ∈ A ,并且 A 对交运算和补运算封闭,则 A 是代数.
(ii) 若 A 是代数,则 A 对交运算和差运算封闭.

结合代数的定义和命题 0.22可知,若 A 是代数,则 A 对有限并、有限交、

差运算和补运算封闭.

定义 0.23. 设F ⊂ P(X). 若 ∅ ∈ F ,并且F 对可列并和补运算封闭,则称
F 为σ-代数.

例 0.24. X 的幂集P(X)是一个 σ-代数,这是 X 上最大的 σ-代数. 由 ∅和
X 两个集构成的集类 {∅, X}也是一个 σ-代数. 另一方面, 若 F 是 X 上的

σ-代数, 则必有 {∅, X} ⊂ F (这是由于 ∅ ∈ F 并且 F 对补运算封闭, 故
X = ∅c ∈ F ). 因此, {∅, X}是 X 上的最小的 σ-代数.

命题 0.25. 设F 是 σ-代数. 则
(i) F 是代数.
(ii) F 对并运算、交运算、差运算和可列交运算封闭.

结合 σ-代数的定义和命题 0.25可知,若F 是一个 σ-代数,则F 对有限并

和可列并、有限交和可列交、补运算和差运算都封闭. 因此 σ-代数具有很好的
运算封闭性.
设 C ⊂ P(X)非空,则P(X)是一个包含 C 的 σ-代数. 这表明至少存在

一个包含 C 的 σ-代数. 令F 是所有包含 C 的 σ-代数的交. 容易证明F 满足

以下两条性质:
(i) F 是包含 C 的 σ-代数;
(ii)若F ′是一个包含 C 的 σ-代数,则F ⊂ F ′.

换言之, F 是包含 C 的最小 σ-代数,称为由集类 C生成的 σ-代数,记为 σ(C ).
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定义 0.26. 由度量空间 X 中开集族生成的 σ-代数称为 X 上的 Borel σ-代
数,记作BX . 它的成员被称为 Borel集.

显然, BX 包括开集、闭集、开集的至多可列交、闭集的至多可列并等等.
若记 S为包含X 中所有开集的任意 σ-代数,则BX ⊂ S,即BX 是 S中最

小的 σ-代数. 因 σ-代数的任意交 (不必可列)亦为 σ-代数,故可以定义 BX 为

包含开集类的所有 σ-代数的交集. 这也说明了 Borel σ-代数的存在性和唯一性.
从开集和闭集这两种最简单的 Borel集开始,可以根据复杂性 (递增)列出

所有的 Borel集. 比如,接下来即开集的可列交或它们的补集,即闭集的可列并.

定义 0.27. 可列个开集的交集称为Gδ 集;可列个闭集的并集称为Fσ 集;可
列个 Gδ 集的并集称为Gδσ 集;可列个 Fσ 集的交集称为Fσδ 集;等等. (δ 和
σ代表德语中的 Durchschnitt和 Summe,即交集和并集.)

例如, Rn 中全体有理点所构成的集合为 Fσ 集. 当然, Fσ 集不一定是闭集,
Gδ 集也不一定是开集,但它们都是 Borel集.

§ 0.4 Rn中开集的构造

Rn中的 (闭)长方体 R由 n个 1维有界闭区间的乘积给出:

R = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · [an, bn],

其中 aj ⩽ bj 为实数, j = 1, · · · , n. 即

R = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : aj ⩽ xj ⩽ bj , ∀j = 1, · · · , n}.

注意: 在此定义中,长方体是有界闭集,且各边平行于坐标轴. 在 R中,长方体
就是有界闭区间或点, R2 中就是有界长方形, R3 中即为有界闭长方体,当然均
包含低维的长方体.

R 的边长为 b1 − a1, · · · , bn − an. R 的体积, 记为 |R|, 定义为 |R| =∏n
i=1(bi − ai). 当然, n = 1时即为长度, n = 2时就是面积.
开长方体是开区间的乘积,长方体 R的内部则为

(a1, b1)× · · · (an, bn).

方体是边长相等的长方体. 因此,若 Q ⊂ Rn 是边长为 ℓ的方体,则其体积
|Q| = ℓn.
长方体的并称为几乎互不相交的当且仅当其内部互不相交.
本章中,长方体和方体覆盖起着重要的角色,这里先给出两个重要的引理.
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引理 0.28. 若一个长方体是有限多个其它长方体的几乎互不相交并, 即

R =
N

∪
k=1

Rk,则

|R| =
N∑
k=1

|Rk|.

稍微做一下更改,则有

引理 0.29. 若 R,R1, · · · , RN 均为长方体,且 R ⊂
N

∪
k=1

Rk,则

|R| ⩽
N∑
k=1

|Rk|.

主要想法仍是延长各长方体的边,但此时相应于 Jk 的集合不一定是互不

相交的,证明从略.
现在,我们用方体来描述开集的结构,先从 1维开始.

定理 0.30 (R 中开集构造定理). R 中的每个开子集 O 能被唯一地表示成
至多可列个互不相交开区间的并集. (注: 这里的开区间可以是 (−∞, a),
(b,∞), (−∞,∞)这样的区间.)

自然地,若 O是开集且 O =
∞
∪
j=1

Ij ,其中 Ij 是互不相交的开区间,则 O的

测度应该为
∞∑
j=1

|Ij |. 因这种表示是唯一的,故我们能够将它作为开集测度的定

义. 我们将注意到只要 O1 和 O2 是开集且互不相交,那么它们的并的测度就是
它们的测度之和. 虽然这为开集提供了一个自然的测度概念,但还不清楚如何
推广到 R中的其他集合. 类似的方法在高纬情形,甚至定义开集的测度也遇到
了困难,这是由于类似定理 0.30的结果不成立(cf. [SS05, Ex.1.12]). 然而,有一
个可以替代的结果.

定理 0.31 (Rn 中开集构造定理). 设 n ⩾ 1, Rn 中的每个开子集 O可以表示
成至多可列个几乎互不相交的闭方体的并集.

若 O =
∞
∪
j=1

Rj , 其中 Rj 为几乎互不相交的长方体, 则规定 O 的测度为
∞∑
j=1

|Rj |是合理的. 这也是自然的,因为每个长方体的边界的体积应为 0,长方体

的重叠部分不影响 O 的体积. 然而,上面分成长方体的分解不是唯一的,并不
知道这个和是否依赖于这个分解. 因此,在 Rn (n ⩾ 2)中体积或面积的概念,即
使是对开集而言,也更加地微妙.
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§ 0.5 Cantor (三分)集

Cantor集在集合论以及一般的分析学中扮演着重要的角色. 它和它的变体
为许多启发性的例子提供了丰富的源泉. 早在 [Zor15,第 2章]就学过,我们在
此再回顾一下.
从单位闭区间 C0 = [0, 1]开始,令 C1 为从 C0 去掉中间 1

3 的开区间后余下

的部分,即 C1 = [0, 13 ] ∪ [23 , 1]. 然后对 C1的每个子区间重复这个过程,得到

C2 =
[
0,

1

9

]
∪
[
2

9
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
7

9

]
∪
[
8

9
, 1

]
.

之后再对 C2, · · · , Ck 重复以上过程.
C0
C1
C2
C3
C4
C5

这个过程产生了一个单调递减紧集列 {Ck}∞k=0,其中 Ck是 2k个长度为 3−k

的闭区间的并. 下限集

C =
∞
∩
k=0

Ck

称为Cantor集. 尽管 Cantor集的构造很简单,但它具有许多拓扑和解析性质,可
以归结为: Cantor集是一个总长度为零且势为 ℵ的完全不连通的有界稀疏完全
集. 类似地,如果保证每次移除区间所用的比例都是一样的,那总能得到移除的
区间长度总和为 1(“具恒定分割的 Cantor集”[SS05, Ex. 1.3(a)]).

Cantor三分集是由德国数学家 Cantor于 1883年构造的,并没有现实原型,
是理性思维的产物,很难用传统的几何学术语言进行描述,它是一个新的几何
对象.


