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§ 2.1 Lebesgue积分: 基本性质和收敛定理

本节我们从简单函数的 Lebesgue积分开始,逐步深入到一般可测函数的积
分. 在每一阶段,我们将看到,积分满足的基本性质,如线性和单调性. 我们将证
明合适的收敛定理来说明积分和极限的换序条件. 最后,将会得到积分的一般
理论,它们在更深入问题的研究中起着决定性作用.
我们分四个阶段:

1. 简单函数,
2. 支撑在有限可测集上的有界函数,
3. 非负函数,
4. 一般实值及复值可测函数.
从现在开始,所有函数均假定为可测的. 开始时我们仅考虑有限实值函数,

之后也会考察广义实值函数及复值函数.

实分析讲义
郝成春@中科院数学所

更新: 2024年 4月 3日
29

http://www.math.ac.cn/kyry/hcc


30 第 2章积分论

§ 2.1.1 阶段一: 简单函数

回顾简单函数的定义:

φ(x) =
N∑
k=1

akχEk
(x), (2.1)

其中 Ek 是有限可测集, ak 为常数. 这个表达式并不唯一, 为了方便, 我们采
用(2.1)的规范表示,即 {ak}是互异且非零,而 {Ek}互不相交,则其规范表示是
唯一的.
寻找 φ的规范表示可用直接的方式: 因 φ仅取有限多个互异的非零值,如:

c1, · · · , cM ,令 Fk = {x : φ(x) = ck},则 Fk 互不相交. 从而 φ =
M∑
k=1

ckχFk
即为

φ的规范表示.

定义 2.1. 设 φ是简单函数, 具有规范表示 φ(x) =
M∑
k=1

ckχFk
(x), 则定义 φ

的Lebesgue积分为 ∫
Rn

φ(x)dx =

M∑
k=1

ckm(Fk).

若 E ⊂ Rn为有限可测集,则 φ(x)χE(x)也是简单函数,定义∫
E
φ(x)dx =

∫
Rn

φ(x)χE(x)dx.

为了强调积分定义中的 Lebesgue测度m,有时 φ的 Lebesgue积分也写作∫
Rn

φ(x)dm(x).

实际上,为了方便, Rn上 φ的积分经常写为
∫
φ(x)dx或

∫
φ.

命题 2.2. 简单函数的积分满足以下性质:

(i) (表示方式的无关性). 若 φ =
N∑
k=1

akχEk
是 φ的任意表示,则

∫
φ =

N∑
k=1

akm(Ek).

(ii) (线性). 若 φ,ψ为简单函数, a, b ∈ R,则∫
(aφ+ bψ) = a

∫
φ+ b

∫
ψ.

(iii) (可加性). 若 E,F 为 Rn中的不交有限可测集,则∫
E∪F

φ =

∫
E
φ+

∫
F
φ.
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(iv) (单调性). 若 φ,ψ为实值简单函数且 φ ⩽ ψ,则∫
φ ⩽

∫
ψ.

(v) (三角不等式). 若 φ是简单函数,则 |φ|也是,且∣∣∣∣∫ φ

∣∣∣∣ ⩽ ∫ |φ|.

需要指出的是: 当 f 和 g 是一对 a.e.相等的简单函数时,有
∫
f =

∫
g. 这

个等式在之后给出的积分定义中也成立. 实际上, 令 E0 = {x ∈ Rn : f(x) 6=

g(x)}, 则 m(E0) = 0. f − g 亦为简单函数, 其规范表示为
N∑
k=1

akχEk
, 其中

Ek ⊂ E0,故m(Ek) = 0,从而∫
(f − g) =

N∑
k=1

akm(Ek) = 0.

§ 2.1.2 阶段二: 支撑在有限可测集上的有界函数

定义 2.3. 设 E ⊂ Rn 可测和 f 可测,若对 x ∈ Ec,有 f(x) = 0,则称 f支撑

在 E 上. 通常将可测函数 f 的非零点集的闭包称为 f 的支集,记为:

supp f = {x : f(x) 6= 0}.

因 supp f 为闭集,故可测,但与上述 E 一般没有包含关系. 下面将考察那
些有界的可测函数.
若 f 可测,则由简单函数逼近定理 (定理 1.29)知,存在简单函数列 {φk},

使得

|φk(x)| ⩽ |f(x)|且 lim
k→∞

φk(x) = f(x), ∀x ∈ Rn.

从而, 若 f 支撑在有限可测集 E 上, 且 |f(x)| ⩽ M , 则 ∀k ∈ N, x ∈ E,
|φk(x)| ⩽M . 若 x ∈ Ec,则 |φk(x)| ⩽ |f(x)| = 0,故 φk 也支撑在 E 上.

引理 2.4. 设 f 是支撑在有限可测集 E 上的有界函数. 若 {φk}∞k=1是支撑在

E 上一致有界的简单函数列,且 φk(x)
a.e.−→ f(x),则

(i) 极限 lim
k→∞

∫
φk 存在.

(ii) 若 f = 0 a.e.,则 lim
k→∞

∫
φk = 0.

有了此引理,我们可以定义支撑在有限可测集 E 上的有界函数 f 的积分.
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定义 2.5. 设 f 是支撑在有限可测集 E 上的可测函数,且 |f | ⩽ M . 定义 f

的Lebesgue积分为 ∫
f(x)dx = lim

k→∞

∫
φk(x)dx,

其中 {φk}是支撑在 E 上满足 |φk| ⩽M 和 φk
a.e.−→ f 的任意简单函数列.

由引理 2.4知这个极限是存在的. 下面,我们必须证明该积分是良定的,即∫
f 不依赖于所使用的极限序列 {φk}. 因此,假设 {ψk}是另一支撑在 E 上的

简单函数列, s.t. |ψk| ⩽M ,且 ψk
a.e.−→ f . 令

ηk = φk − ψk,

则 ηk 支撑在 E 上, |ηk| ⩽ 2M , ηk
a.e.−→ 0. 由引理 2.4 (ii)可得 lim

k→∞

∫
ηk = 0,又

由 (i)知
∫
φk,

∫
ψk 的极限均存在,故有

lim
k→∞

∫
φk = lim

k→∞

∫
ψk.

设可测函数 f 在有限可测集 E 上有界,则可定义∫
E
f(x)dx =

∫
f(x)χE(x)dx.

显然,若 f 是简单函数,则上述定义与之前定义的简单函数的积分是一致的. 这
个积分定义的拓展满足简单函数积分的所有基本性质.

命题 2.6. 设 f, g是支撑在有限可测集上的有界函数,则下列性质成立:
(i) (线性). 若 a, b ∈ R,则

∫
(af + bg) = a

∫
f + b

∫
g.

(ii) (可加性). 若 E,F ⊂ Rn互不相交,则
∫
E∪F f =

∫
E f +

∫
F f .

(iii) (单调性). 若 f ⩽ g,则
∫
f ⩽

∫
g.

(iv) (三角不等式). |f | 也是支撑在有限可测集上的有界函数, 且 |
∫
f | ⩽∫

|f |.

所有这些性质均可用简单函数逼近及命题 2.2中简单函数积分的性质得到.
现在来证明第一个收敛定理,其中的 (a.e.)表示可选项,即删掉或保留所有

(a.e.)结论均成立.

定理 2.7 (Lebesgue有界收敛定理 (LBCT)). 设 {fk}是支撑在有限可测集 E

上的一致有界的可测函数列, 且 fk(x)
(a.e.)−→ f(x), k → ∞. 则 f 是可测的,

(a.e.)有界的, (a.e.)支撑在 E 上,且∫
|fk − f | → 0, k → ∞.
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进而, ∫
fk →

∫
f, k → ∞.

上述收敛定理是关于
∫
与 lim交换次序的,它的结论简单地说,即

lim
k→∞

∫
fk =

∫
lim
k→∞

fk.

命题 2.8. 若 f ⩾ 0是支撑在有限可测集上的有界函数且
∫
f = 0,则 f = 0

a.e.

§ 2.1.3 Lebesgue积分与 Riemann积分的关系

至此,我们基本上建立了支撑在有限可测集上的有界函数的 Lebesgue积分
理论,在进一步发展 Lebesgue积分理论之前,我们先来揭示它与 Riemann积分
的关系. 本节仅讨论一维的情形.
为了方便, 我们将定义在 [a, b] 上的有界函数 f(x) 的 Riemann 积分记为∫R

[a,b] f(x)dx.
下面的定理说明,在有界闭区间上 Riemann可积蕴含着 Lebesgue可积.

定理 2.9. 设 f 在闭区间 [a, b]上 Riemann可积,则 f 可测,且∫ R

[a,b]
f(x)dx =

∫ L

[a,b]
f(x)dx,

其中左边积分为 Riemann积分,右边积分为 Lebesgue积分.

§ 2.1.4 阶段三: 非负函数

现在,我们考虑非负可测函数但不必有界. 允许这些函数取广义值,即可以
在可测集上取值 +∞. 若一正数集合是无界的,则定义该集合的上确界为 +∞.

定义 2.10. 对上述非负可测函数 f ,定义它的 (广义)Lebesgue积分为∫
f(x)dx = sup

∫
g(x)dx,

其中上确界是关于所有支撑在有限可测集上的有界可测函数 g, 且满足
0 ⩽ g ⩽ f ,取的.

在以上定义之下,只有两种可能性,上确界要么有限,要么无限. 在有限的
情形,

∫
f(x)dx <∞,则称 f 是Lebesgue可积的,或简称为可积的.



34 第 2章积分论

显然,若 E ⊂ Rn可测, f ⩾ 0,则 fχE ⩾ 0,定义∫
E
f(x)dx =

∫
f(x)χE(x)dx.

命题 2.11. 非负可测函数的积分有如下性质:
(i) (线性). 若 f, g ⩾ 0, a, b > 0,则

∫
(af + bg) = a

∫
f + b

∫
g.

(ii) (可加性). 若 E,F ⊂ Rn互不相交, f ⩾ 0,则
∫
E∪F f =

∫
E f +

∫
F f .

(iii) (单调性). 若 0 ⩽ f ⩽ g,则
∫
f ⩽

∫
g.

(iv) 若 g可积, 0 ⩽ f ⩽ g,则 f 可积.
(v) 若 f 可积,则 f(x) <∞ a.e.
(vi) 若 f ⩾ 0,

∫
f = 0,则 f(x) = 0 a.e.

下面来看非负可测函数的一些重要收敛定理. 先来看一个问题. 设 fk ⩾ 0,
fk(x)

a.e.−→ f(x),那么是否有 ∫
fk →

∫
f ?

不幸的是,下面的例子给出了否定的回答. 令

fk(x) =

 n, 0 < x < 1
n ,

0, 其它.

则 fk(x) → 0,但
∫
fk(x)dx = 1,即有∫

lim fk < lim
∫
fk.

这正好代表了一般情形.

引理 2.12 (Fatou引理). 设 {fk}是非负可测函数列. 若 fk(x)
a.e.−→ f(x),则∫

f ⩽ lim inf
n→∞

∫
fk.

特别地,我们并没有排除
∫
f = ∞或 lim inf

n→∞

∫
fk = ∞的情形.

现在,我们给出一些推论.

推论 2.13. 设 f , {fk}均为非负可测函数 (列), fk(x) ⩽ f(x) a.e.且 fk(x)
a.e.−→

f(x),则

lim
n→∞

∫
fk =

∫
f.

特别地,对非负可测函数类,我们可以得到一个基本的收敛定理. 它的叙述
需要下面的记号. 之前用符号↗和↘分别表示集合列的递增和递减. 类似地,
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当可测函数列 {fk}∞n=1满足

fk(x) ⩽ fn+1(x) a.e., ∀n ∈ N且 lim
n→∞

fk(x) = f(x) a.e.

时记为 fk ↗ f . 当

fk(x) ⩾ fn+1(x) a.e., ∀n ∈ N且 lim
n→∞

fk(x) = f(x) a.e.

时记为 fk ↘ f . 从而,由推论 2.13立得:

推论 2.14 ((Beppo Levi/Lebesgue)单调收敛定理 (MCT)). 令 {fk}是非负可
测函数列且 fk ↗ f ,则

lim
n→∞

∫
fk =

∫
f.

单调收敛定理有如下有用的推论:

推论 2.15 ((Tonelli)逐项积分定理). 对非负可测函数项级数
∞∑
k=1

ak(x),有∫ ∞∑
k=1

ak(x)dx =

∞∑
k=1

∫
ak(x)dx.

若
∞∑
k=1

∫
ak(x)dx有限,则级数

∞∑
k=1

ak(x)几乎处处收敛.

我们给出两个应用. 第一个是 Borel-Cantelli引理的另一个证明.

例 2.16 (Borel-Cantelli 引理, (cf. [SS05, Ex.1.16])). 设 {Ek}∞k=1 是 Rn 中的可

测子集列,
∞∑
k=1

m(Ek) < ∞. 令 E = {x ∈ Rn : 存在无穷多个k s.t. x ∈ Ek} =

lim sup
k→∞

Ek,则m(E) = 0.

下面的例子将在第3章中讨论恒同逼近时要用到.

例 2.17. 设定义在 Rn上的函数

f(x) =

 1
|x|n+1 , x 6= 0,

0, x = 0.

则 f 在任何以原点为心的球外 (如 |x| ⩾ ε)可积,且存在 C > 0,使得∫
|x|⩾ε

f(x)dx ⩽ C

ε
.
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例 2.18. 考虑函数

fa(x) =

 |x|−a, |x| ⩽ 1,

0, |x| > 1.

Fa(x) =
1

1 + |x|a
, x ∈ Rn.

(易知在广义 Riemann积分意义下,当 a < n时 fa 可积,当 a > n时 Fa 可积.)
证明 Lebesgue积分

∫
fa <∞ (a < n)及

∫
Fa <∞ (a > n).

§ 2.1.5 阶段四: 一般情形

设 f 是 Rn 上的任意实值可测函数,若 |f |在阶段三意义下可积,则称 f 是

Lebesgue可积的 (或简称可积的).
若 f 可积,令

f+(x) = max(f(x), 0), f−(x) = max(−f(x), 0).

显然, f+, f− ⩾ 0且 f+ − f− = f . 因 f± ⩽ |f |,故由 f 可积可得 f+ 和 f− 可

积 (命题 2.11 (iv)),从而可以定义 f 的 Lebesgue积分为∫
f =

∫
f+ −

∫
f−.

在实践中,我们会遇到很多分解 f = f1 − f2, f1, f2 均为非负可积函数,那
我们自然会期望

∫
f 不依赖于 f 的分解,总有∫

f =

∫
f1 −

∫
f2.

实际上,假设 f = g1− g2为另一分解, g1, g2均非负可积. 则由 f1− f2 = g1− g2

可得 f1 + g2 = g1 + f2,故由非负可测函数积分的线性性可得∫
f1 +

∫
g2 =

∫
g1 +

∫
f2.

因这些积分均是有限的,故∫
f1 −

∫
f2 =

∫
g1 −

∫
g2.

从而,可得
∫
f 的值不依赖于其分解.

在考察以上定义时,下面一些小观察是有用的. f 的可积性和积分值在零
测集上任意改变 f 的取值的情况下是不变的. 因此,在可积性的上下文中可以
允许函数在零测集上没有定义. 进而,若 f 可积,则由命题 2.11 (v)知 f(x)几乎

处处有限. 故此,我们总是可以将两个可积函数 f, g 相加,因为 f + g取广义值
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的点仍落在一零测集内. 还有,就是我们说一个函数 f 时,实际上是指所有与 f

几乎处处相等的等价类.
由定义与之前证明的性质即可得到积分的基本性质.

命题 2.19. Lebesgue可积函数的积分是线性的、可加的、单调的、且满足
三角不等式.

现在来看两个后面要用到的结果.

命题 2.20. 设 f 在 Rn上可积,则对任意的 ε > 0:
(i) 存在有限可测集 B(比如,球),使得∫

Bc

|f | < ε.

(ii) (积分的绝对连续性). 存在一个 δ > 0,使得只要m(E) < δ,就成立∫
E
|f | < ε.

直观上,由于可积函数积分有限,函数本身应该在某种意义下在无穷远处
消失,命题的第 (i)部分对这个直观给出了准确的表述. 然而,我们也观察到,可
积性并不一定保证当 |x|变得很大时,函数本身逐点趋于零. (cf. [SS05, Ex.2.6])
我们现在准备证明 Lebesgue积分理论中最重要的结果之一,即控制收敛定

理. 它为极限与积分的次序的交换提供了一个充分条件.

定理 2.21 (Lebesgue 控制收敛定理 (LDCT)). 设 {fn} 为可测函数列, 当
n→ ∞时 fn(x)

a.e.−→ f(x). 若 |fn(x)| ⩽ g(x),其中 g可积,则∫
|fn − f | → 0, n→ ∞.

因此, ∫
fn →

∫
f, n→ ∞.

通常称 g(x)为函数列 {fn}的控制函数.

§ 2.1.6 复值函数

设 f : Rn → C,可以写为

f(x) = u(x) + iv(x),

其中 u, v是实值函数,分别称为 f 的实部和虚部.
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若 |f(x)| = (u2(x) + v2(x))1/2 是 Lebesgue 可积的, 则称 f 可积. 显然,
|u(x)| ⩽ |f(x)|, |v(x)| ⩽ |f(x)|. 由不等式 (a + b)1/2 ⩽ a1/2 + b1/2, a, b > 0,可
得

|f(x)| ⩽ |u(x)|+ |v(x)| ⩽ 2|f(x)|,

故复值函数可积当且仅当它的实部和虚部可积. 因此, f 的 Lebesgue积分可定
义为 ∫

f(x)dx =

∫
u(x)dx+ i

∫
v(x)dx.

最后,设 E ⊂ Rn 可测, f 是 E 上的复值可测函数,若 fχE 在 Rn 上可积,则称
f 在 E 上 Lebesgue可积,并定义∫

E
f =

∫
fχE .

在可测集 E ⊂ Rn 上的所有复值可积函数的全体构成一个 C上的线性空
间. 实际上,若 f, g 可积,则由三角不等式 |f(x) + g(x)| ⩽ |f(x)| + |g(x)|及单
调性知 ∫

E
|f + g| ⩽

∫
E
|f |+

∫
E
|g| <∞,

从而, f + g 可积. 若 a ∈ C, f 可积,则 af 可积. 最后,在 C上的积分仍满足线
性性质.

§ 2.2 可积函数空间 L1

§ 2.2.1 完备性和稠密函数类

上一节末，我们知道 C上的可积函数构成一个线性空间.
下面,我们在线性空间中引入范数.

定义 2.22. 设 X 是实 (或复)线性空间,若对 X 中每个元素 x,都有一个实
数,记为 ‖x‖,与之对应,且满足
(i) 正定性: ‖x‖ ⩾ 0,且 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0(零元);
(ii) 齐次性: ‖αx‖ = |α|‖x‖,这里 α是实 (或复)数;
(iii) 三角不等式: ‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖, (y ∈ X),
则称 X 为实 (或复)赋范线性空间, ‖x‖称为元素 x的范数. (与线性空间类
似,常略去 “实 (或复)”等词.)
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对于赋范线性空间 X ,我们用

ρ(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ X,

定义元素 x与 y之间的度量. 容易证明,这样定义的度量满足度量的三个条件,
因此 X 按照度量 ρ是一个度量空间.

X 既然是度量空间,自然就有点列的收敛. 按照度量空间中收敛的定义, X
中点列 {xn}收敛于点 x ∈ X 是指

ρ(xn, x) = ‖xn − x‖ → 0, n→ ∞.

我们自然而然地称 {xn}依范数收敛于 x,也称 {xn}强收敛于 x,记为 lim
n→∞

xn =

x(强)或 xn
∥ · ∥−→ x, n→ ∞. 在不会引起混淆时,简记为

lim
n→∞

xn = x, 或 xn → x.

应用范数的条件可以证明以下几个性质:
(i) 在 X 中,若 xn

∥ · ∥−→ x,则 {‖xn‖}有界.
(由 ‖xn‖ ⩽ ‖xn − x‖+ ‖x‖即得.)

(ii) 在 X 中,若 xn
∥ · ∥−→ x, yn

∥ · ∥−→ y,则 xn + yn
∥ · ∥−→ x+ y.

(由 ‖(xn + yn)− (x+ y)‖ ⩽ ‖xn − x‖+ ‖yn − y‖即得.)
(iii) 设数列 αn → α, X 中 xn

∥ · ∥−→ x,则 αnxn
∥ · ∥−→ αx.

(由

‖αnxn − αx‖ ⩽‖αnxn − αxn‖+ ‖αxn − αx‖

=|αn − α|‖xn‖+ |α|‖xn − x‖,

以及 {‖xn‖}的有界性即得.)
接下来,我们定义 Rn上可积函数 f 的范数为

‖f‖L1 = ‖f‖L1(Rn) =

∫
Rn

|f(x)|dx.

具有以上范数的所有可积函数的全体记为 L1(Rn). 容易验证 ‖ · ‖L1 在几乎处

处相等的等价类意义下满足范数的三个条件,故 L1(Rn)为赋范线性空间. 另
外, ρ(f, g) = ‖f − g‖L1 定义了 L1(Rn)上的度量,故 L1(Rn)亦为度量空间. 上
述性质总结如下:

命题 2.23. 设 f, g ∈ L1(Rn).
(i) ‖af‖L1 = |a|‖f‖L1 , ∀a ∈ C.
(ii) ‖f + g‖L1 ⩽ ‖f‖L1 + ‖g‖L1 .
(iii) ‖f‖L1 = 0 ⇐⇒ f = 0 a.e.
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(iv) ρ(f, g) = ‖f − g‖L1 定义了 L1(Rn)上的一个度量.

我们完备化 Riemann可积函数空间的主要目标通过下述定理即可实现.

定理 2.24 (Riesz-Fischer定理). 线性空间 L1依它的度量是完备的.

由于每个依范数收敛的序列均为依该范数的 Cauchy列,故由定理证明中
的论断可得以下结论.

推论 2.25. 若 {fn}∞n=1在 L1中依范数收敛于 f ,则存在子列 {fnk
}∞k=1,使得

fnk

a.e.−→ f.

有许多函数类在 L1中稠密,归结在下面的定理中. 当遇到证明一些有关可
积函数的论断或等式时是有用的,往往所证结果对一些作了限制的函数类容易
证明,然后可以再用稠密性得到一般结果.

定理 2.26 (L1中稠密函数类). 下面的函数类在 L1(Rn)中稠密:
(i) 简单函数.
(ii) 阶梯函数.
(iii) 具有紧支集的连续函数 (其全体可记为 Cc(Rn)).

L1(Rn)的上述结果可以推广到正可测集E上,即若E ⊂ Rn,且m(E) > 0,
则定义 L1(E)为 E上所有可积函数的全体. 对 f ∈ L1(E),可以延拓到 L1(Rn),
在 E 上令 f̃ = f ,在 Ec上令 f̃ = 0,则可定义

‖f‖L1(E) = ‖f̃‖L1(Rn) =

∫
E
|f |dx.

命题 2.23和定理 2.24的类似结果对 L1(E)也成立.

§ 2.2.2 不变性质

令 f 为定义在 Rn上的函数, h ∈ Rn, f 的 h平移定义为

fh(x) = f(x− h).

首先,有积分的平移不变性. 即,若 f 可积,则 fh可积且∫
Rn

f(x− h)dx =

∫
Rn

f(x)dx. (2.2)

先验证 f = χE 的情形, 其中 E 可测. 显然, fh = χEh
, 其中 Eh = {x + h :

x ∈ E}. 由测度的平移不变性知 m(Eh) = m(E),故结论成立. 由积分的线性
性可得(2.2)对所有的简单函数成立. 若 f 是非负函数, 则由简单函数逼近定
理 (定理 1.28), 存在一列简单函数 {φn}, 使得 φn ↗ f a.e., 从而 (φn)h ↗ fh
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a.e., 由单调收敛定理可得(2.2)成立. 若 f 是复值可积函数, 由上述论断可得∫
Rn |f(x− h)|dx =

∫
Rn |f(x)|dx,即 fh ∈ L1(Rn)且 ‖fh‖L1 = ‖f‖L1 . 由定义可

得(2.2)对任意的 f ∈ L1成立.
其次,应用 Lebesgue测度关于伸缩和反射的相关不变性可得到: 若 f 可积,

则 f(δx), δ > 0和 f(−x)也可积,且

δn
∫
Rn

f(δx)dx =

∫
Rn

f(x)dx,

∫
Rn

f(−x)dx =

∫
Rn

f(x)dx. (2.3)

下面来看两个有用的结果.
(i) 设 f, g 是 Rn 上的一对可测函数, 并且对某个固定 x ∈ Rn, 函数 y 7→

f(x− y)g(y)是可积的,则函数 y 7→ f(y)g(x− y)也是可积的,且∫
Rn

f(x− y)g(y)dy =

∫
Rn

f(y)g(x− y)dy. (2.4)

实际上,左边 (2.2)
==

∫
Rn f(−y)g(y + x)dy

(2.3)
==右边. 左边的积分记作 (f ∗ g)(x),

定义为 f 和 g的卷积. (2.4)表明了卷积的可交换性.
(ii)由(2.3)可得, ∀ε > 0,∫

|x|⩾ε

dx

|x|a
=

∫
Rn

χ{|x|⩾ε}(x)

|x|a
dx (2.5)

(2.3)
==εn−a

∫
Rn

χ{|x|⩾1}(x)

|x|a
dx (2.6)

=εn−a

∫
|x|⩾1

1

|x|a
dx. (2.7)

同理, ∫
|x|⩽ε

dx

|x|a
= εn−a

∫
|x|⩽1

1

|x|a
dx. (2.8)

由例 2.18知, 当 a < n 时(2.8)中积分有限. 当 |x| ⩾ 1 时 1
|x|a ⩽ 2

1+|x|a , 而
由例 2.18知,当 a > d时

∫
1

1+|x|adx <∞,故 a > n时(2.5)中积分有限.

§ 2.2.3 平移与连续性

接下来, 我们考察 f 的连续性如何与 fh 随 h 的变化相联系. 注意到
∀x ∈ Rn, “fh(x) → f(x), h→ 0”等同于 “f 在 x连续”.

然而, 一般可积函数 f , 即使修正零测集上的值, 也可能在每个点 x 不

连续, (cf. [SS05, Ex. 2.15]). 虽然如此, 但还是有一个在范数意义下对每个
f ∈ L1(Rn)都成立的总体连续性.
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命题 2.27 (平均连续性). 设 f ∈ L1(Rn)，则

lim
h→0

‖fh − f‖L1 = 0.

§ 2.3 Fubini定理

在连续函数的重积分运算中经常使用累次积分进行计算. 我们现在从
Lebesgue积分的一般观点来检验这个重要的解析工具.

一般地,我们可以将 Rn写成乘积形式

Rn = Rn1 × Rn2 , n = n1 + n2, n1, n2 ⩾ 1.

Rn 中的点可取形式 (x, y), x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 . 有了这个分解,引入固定一个变
量所形成的截口或截面的概念就变得自然.

定义 2.28. 设 f 是 Rn1 × Rn2 上的函数, f 相应于 y ∈ Rn2 的截口定义为

fy(x) = f(x, y).

类似地, f 相应于 x ∈ Rn1 的截口定义为

fx(y) = f(x, y).

对于 E ⊂ Rn1 × Rn2 的情形,定义它的截面为

Ey = {x ∈ Rn1 : (x, y) ∈ E}, Ex = {y ∈ Rn2 : (x, y) ∈ E}.

§ 2.3.1 定理的叙述与证明

以下是主要定理,据定义所有可积函数都是可测的.

定理 2.29 (Fubini定理). 设 n = n1 + n2, f(x, y)在 Rn1 × Rn2 上可积,则对
几乎每个 y ∈ Rn2 :
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(i) 截口 fy 在 Rn1 上可积.
(ii) 由

∫
Rn1 f

y(x)dx定义的函数在 Rn2 上可积.
(iii)

∫
Rn2

(∫
Rn1 f(x, y)dx

)
dy =

∫
Rn f .

上面的定理并不是完全直接的,这从它的叙述中不难看出第一个困难就是
涉及讨论中的函数和集合的可测性. 实际上,即使 f 在 Rn 上可测,也不能保证
对每个 y,其截口 fy 在 Rn1 中可测,更不能保证对每个 y,其截面 Ey 可测. 比
如,在 R2 中,把一个一维的不可测集放在 x轴,则该集合 E 为 R2 上的零测集,
但对 y = 0, Ey 是不可测的. 然而,幸运的是,对几乎所有截口或截面来说可测
性是成立的.
显然,该定理关于 x和 y对称. 我们也可以得到对 a.e. x, fx在 Rn2 上可积,

由
∫
Rn2 fx(y)dy定义的函数在 Rn1 上可积,并且∫

Rn1

(∫
Rn2

f(x, y)dy

)
dx =

∫
Rn

f.

特别地, Fubini定理说的是 f 在 Rn 上的积分可以通过累次计算低维的积

分来计算,而且累次积分可以以任何次序进行:∫
Rn2

(∫
Rn1

f(x, y)dx

)
dy =

∫
Rn1

(∫
Rn2

f(x, y)dy

)
dx =

∫
Rn

f.

§ 2.3.2 Fubini定理的应用

定理 2.30 (Tonelli定理). 设 f(x, y)是 Rn1 ×Rn2 上的非负可测函数,则对几
乎每个 y ∈ Rn2 :
(i) fy 在 Rn1 上可测.
(ii)

∫
Rn1 f

y(x)dx在 Rn2 上可测.
(iii) 在广义意义下,

∫
Rn2

(∫
Rn1 f(x, y)dx

)
dy =

∫
Rn f(x, y)dxdy.

在实践中,此定理常与 Fubini定理共同使用,然而为了方便引用,将 Fubini
定理 (定理 2.29), Tonelli定理 (定理 2.30)及后面的推论 2.31统一为 Fubini定理
来进行引用. 实际上,若给定一个 Rn 上的可测函数 f ,要求计算

∫
Rn f 时,我们

首先要对 |f |使用该定理来验证是否可用累次积分. 若它们是有限的,则 Tonelli
定理保证了 f 是可积的,即

∫
|f | < ∞,即验证了 Fubini定理的假设,从而在 f

的积分计算中可以使用那个定理.

推论 2.31. 若 E 在 Rn1 × Rn2 上可测,则对 a.e. y ∈ Rn2 ,截面

Ey = {x ∈ Rn1 : (x, y) ∈ E}
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是 Rn1 中的可测子集. 进而,m(Ey)是关于 y的可测函数,且

m(E) =

∫
Rn2

m(Ey)dy.

这是将 Tonelli定理 (i)应用到 χE 的直接结果. 显然,对 x-截面有同样结果.
我们已经建立了如下基本事实: 若 E 在 Rn1 × Rn2 中可测, 则对 a.e.

y ∈ Rn2 截面 Ey 在 Rn1 中可测,同样地,对 a.e. x ∈ Rn1 ,截面 Ex 在 Rn2 中可

测. 人们或许试图认为反过来的结论也成立. 但事实上并非如此,见下例.

例 2.32. 令 N 为 R的不可测子集,定义

E = [0, 1]×N ⊂ R× R,

则有

Ey =

 [0, 1], y ∈ N ,

∅, y /∈ N .

显然,对任意 y, Ey 可测. 然而,若 E 可测,则由推论 2.31可得 Ex = {y ∈
R : (x, y) ∈ E}对 a.e. x ∈ R亦可测,但这是不对的,因为对所有 x ∈ [0, 1],
Ex = N 为不可测集.

例 2.33. 一个更震撼的例子是单位正方形 [0, 1]× [0, 1]内的集合 E 不可测,但
Ey, Ex均可测,且m(Ey) = 0,m(Ex) = 1, ∀x, y ∈ [0, 1].

E 的构造基于实数的极为反常的序 ≺,它具有如下性质: 对每个 y ∈ R,
{x ∈ R : x ≺ y}是至多可列的. (这个序的存在性依赖于连续统假设:只要 S

是 R的无穷子集,那么 S 要么可列,要么具有 R的势. 见 [SS05, Pb. 2.5],这里
不详述.) 给定这个序,令

E = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x ≺ y}.

注意到对每个 y ∈ [0, 1], Ey = {x : x ≺ y}至多可列, 从而 m(Ey) = 0. 类
似地, 因 Ex = {y ∈ [0, 1] : x ≺ y} = [0, 1] \ {y ∈ [0, 1] : y ≺ x} 是 [0, 1]

内的一个至多可列集的补集, 故 m(Ex) = 1. 若 E 可测, 则由推论 2.31可得
m(E) =

∫ 1
0 m(Ey)dy = 0,且 m(E) =

∫ 1
0 m(Ex)dx = 1,产生矛盾,故 E 不可

测.

当我们把 Rn当成乘积集 Rn1 ×Rn2 时,它们的子集 E与截面 Ex, E
y 相关

联,即乘积集 E = E1 × E2, Ej ⊂ Rnj .

命题 2.34. 若 E = E1 × E2 为 Rn 中的可测子集,且 m∗(E2) > 0,则 E1 可

测.

为了处理上述结果的逆,需要下述引理.
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引理 2.35. 若 E1 ⊂ Rn1 , E2 ⊂ Rn2 ,则

m∗(E1 × E2) ⩽ m∗(E1)m∗(E2).

若 Ej 当中至少有一个外测度为 0,则m∗(E1 × E2) = 0.

命题 2.36. 设 E1 ⊂ Rn1 和 E2 ⊂ Rn2 均可测,则 E = E1 × E2 ⊂ Rn 可测,
且

m(E) = m(E1)m(E2).

若 Ej 中至少有一个为零测集,则m(E) = 0.

作为此命题的一个推论,我们有

推论 2.37. 设 f 是 Rn1 上的可测函数,则由 f̃(x, y) = f(x)所定义的函数 f̃

在 Rn1 × Rn2 上可测.

接下来,我们回到微积分中 Riemann广义积分概念的一个解释. 我们已知
道
∫
f 描述的是 f 的图像下的 “面积”. 这里,我们将其与 Lebesgue积分相关联,

并说明如何将它推广到一般情形.

推论 2.38. 设 f 是 Rn上的非负函数,记 y = f(x)在 Rn上的下方图像为

A = {(x, y) ∈ Rn × R : 0 ⩽ y ⩽ f(x)},

则

(i) f 在 Rn上可测当且仅当 A在 Rn+1中可测.
(ii) 若 (i)中条件成立,则

∫
Rn f(x)dx = m(A).

最后,给出一个有用的结果.

命题 2.39. 设 f 是 Rn上的可测函数,则 f̃(x, y) = f(x− y)在 Rn ×Rn上可

测.


